Computer-Kurzweil

Mit einem Computer-Mikroskop
untersuchen wir ein Objekt von faszinierender Struktur in der
Ebene komplexer Zahlen.

Von A. K. Dewdney

m Zentrum der komplexen Zahlen-

ebene liegt die Mandelbrot-Menge.
Wendet man eine bestimmte mathemati-
sche Operation wiederholt auf die kom-
plexen Zahlen an, dann fliehen die Zah-
len auBerhalb der Menge ins Unendli-
che, wihrend die Zahlen innerhalb der
Menge in ihr herumwandern. In der Na-
he des Randes markieren immer detail-
liertere Strukturen von seltener Vielfalt
und fremdartiger Schonheit den Beginn
der Instabilitit.

Die Menge ist nach Benoit B. Mandel-
brot benannt, einem Wissenschaftler
vom IBM Thomas J. Watson-For-
schungszentrum in Yorktown Heights,
New York (in der deutschsprachigen Li-
teratur bezeichnet man sie manchmal
auch als ,,Apfelmédnnchen‘). Aus seiner
Arbeit mit geometrischen Formen her-
aus hat Mandelbrot ein Gebiet entwik-
kelt, das er fraktale Geometrie nennt:
die mathematische Untersuchung von
Gebilden mit gebrochener Dimension.
Der Rand der Mandelbrot-Menge ist ein
solches Gebilde — aber daneben hat er
noch viele weitere Eigenschaften.

Mit Hilfe eines recht einfachen Pro-
gramms 146t sich ein Computer in eine
Art Mikroskop zur Untersuchung des
Randes der Mandelbrot-Menge verwan-

deln. Im Prinzip kann man sich jede Stel- .

le der Menge in beliebiger Vergroerung
ansehen (Bilder 1 bis 4 und Titelbild).
Aus der Ferne betrachtet sieht die Men-
ge aus wie eine gedrungene, mit Warzen
bedeckte, auf der Seite liegende Acht.
Das Innere der Figur ist von einem wei-
Ben Halo eingehiillt, der weiter drauBBen
in Blau- und Schwarztone iibergeht.
Untersucht man die Mandelbrot-Men-
ge aus der Nihe, findet man kleine Figu-
ren, die auf den ersten Blick der ur-
spriinglichen &hneln. Bei genauerem
Hinsehen zeigt sich jedoch ein ganz un-
terschiedliches Bild mit Mustern, die bei-
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" spielweise an organische Strukturen wie

Ranken erinnern. ;

VergroBert man die Ranken, zeigen
sich Spiralpaare, die durch filigrane
Briicken miteinander verbunden sind
(Bild 2). Im Mittelpunkt einer solchen
Briicke sind wiederum zwei Ranken, in
deren Zentrum man vier weitere Ranken
erkennt. Im Zentrum dieses Gebildes
findet man schlieflich eine weitere Ver-
sion der Mandelbrot-Menge (Bild 2
rechts unten).

Die vergroBerte Version sieht nicht
ganz genauso aus wie die urspriingliche
Mandelbrot-Menge. Mit zunehmender
Vergroferung scheinen immer neue der-
artige Objekte aufzutauchen, aber bei
genauem Betrachten zeigen sich stets
Unterschiede. So geht es in unendlicher
Vielfalt mit #sthetischen Uberraschun-
gen immer weiter.

Computerprogramme
fiir iterierte Abbildungen

Im folgenden werde ich zwei Compu-
terprogramme beschreiben, mit denen
sich iterierte Abbildungen untersuchen
lassen — wie etwa die Abbildung, welche
die Mandelbrot-Menge erzeugt.

Mit dem ersten Programm wurden die
farbigen Abbildungen erzeugt, die in
diesem Artikel zu sehen sind. Das Pro-
gramm 146t sich auch fiir Personal Com-
puter anpassen, die fiir graphische Aus-
gabe eingerichtet sind. Es liefert selbst
dann gute Bilder, wenn Sie nur eine ein-
farbige Ausgabemdglichkeit haben. Das
zweite Programm ist fiir Leser, die — wie
ich — ab und zu eine Pause von der
unendlichen Komplexitdt notig haben
und sich dann in der scheinbaren Ein-
fachheit des Endlichen erholen wollen.

Das Wort ,,komplex“ gebrauche ich
hier in zwei Bedeutungen. Die eine ist

offenbar angemessen zur Beschreibung
der Mandelbrot-Menge, die andere ge-
hort in die Mathematik. Eine komplexe
Zahl besteht aus zwei Summanden. Sie
heiBen, aus historischen Griinden, Real-
teil und Imagindrteil. Zum Beispiel ist
7 + 4i eine komplexe Zahl mit Realteil 7
und Imaginirteil 4. Der Buchstabe i ne-
ben der 4 zeigt an, welcher Teil der Imagi-
nérteil ist.

Jede komplexe Zahl kann man sich als
Punkt in einer Ebene vorstellen, der Ebe-
ne der komplexen Zahlen — oder kurz,
der komplexen Ebene. Um 7 +4i in dieser
Ebene zu finden, beginnen Sie im Ur-
sprung, das heiit mit der komplexen Zahl
0+0i, und gehen sieben Einheiten nach
rechts und vier Einheiten nach oben. Die
komplexe Ebene besteht aus iiberabzéhl-
bar vielen derartigen Punkten. Thre Real-
und Imaginérteile konnen positiv oder ne-
gativ, ganzzahlig oder nicht ganzzahlig, ra-
tional oder irrational sein. '

Komplexe Zahlen lassen sich leicht ad-
dieren: Man addiert die beiden Summan-
den einfach separat. So ist beispielsweise
3—2i plus 7 +4i gleich 10+ 2i. Die Multi-
plikation von komplexen Zahlen ist etwas
schwieriger. Behandelt man das i zunéchst
wie das x aus der Schulmathematik, dann
ergibt sich fiir das Produkt der Zahlen
3—2i und 7+4i der Ausdruck
21+12i—14i—8*. An dieser Stelle
kommt eine besondere FEigenschaft des
Symbols i ins Spiel: i ist gleich —1. Also
ergibt sich, wenn man Real- und Imagi-
nérteil zusammenfaflt, 29 —2i.

Jetzt konnen wir den Iterationsproze3
beschreiben, der die Mandelbrot-Menge
erzeugt. Beginnen Sie mit dem algebrai-
schen Ausdruck zZ + c; dabei ist z eine
komplexe Variable und ¢ eine feste kom-
plexe Zahl. Setzen Sie zunichst z gleich
der komplexen Zahl 0 beziehungsweise
0+0i. Das Quadrat von z ist dann immer
noch 0, und die Addition von c ergibt c.
Dieses Resultat setzen Sie im néchsten
Schritt fiir die Variable z in den Ausdruck
Z2 + ¢ ein. Als neue Summe ergibt sich
dann ¢+ c. Das setzen Sie wieder ein, und -
Sie erhalten (c?+c¢)? + c. So fahren Sie
fort, indem Sie immer das Ergebnis des
letzten Schrittes im néchsten Schritt fiir z
einsetzen.

Fiihrt man diese Iteration fiir bestimmte
Werte von ¢ durch, so passieren seltsame
Dinge. Nehmen wir zum Beispiel fiir ¢ die
komplexe Zahl 1+ 1i, so erhalten wir:

erste Iteration 1+3i,
zweite Iteration —7 + 71,
dritte Iteration 1-—97i.

Wie Sie sehen, konnen Real- und Ima-
ginérteil wachsen, fallen oder ihre Vorzei-
chen wechseln. Wenn wir diese Iteration
fortsetzen, dann werden die komplexen
Zahlen immer groBer.

Spektrum der Wissenschaft, Oktober 1985



Was ist hier mit der GroBe einer kom-
plexen Zahl gemeint? Man kann sich die
komplexen Zahlen als Punkte in der
Ebene vorstellen; die GréBe (der Be-
trag) einer komplexen Zahl ist einfach
der Abstand des zugehorigen Punktes
vom Ursprung, der komplexen Zahl
0+ 0i.

Dieser Abstand ist die Hypotenuse ei-
nes rechtwinkligen Dreiecks, dessen Ka-
theten gleich dem Real- beziehungsweise
JImaginérteil der komplexen Zahl sind.
Man kann ihn also einfach nach dem Satz
des Pythagoras berechnen: Sie miissen
nur Real- und Imaginérteil quadrieren,
die beiden Quadrate addieren und aus
dem Resultat die Wurzel ziehen.

Der Betrag von 7+ 4i beispielsweise
ist also gleich der Wurzel aus 72 + 42, also
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ungefidhr 8,062. Komplexe Zahlen, die
im Verlaufe der beschriebenen Iteration
eine gewisse Grofe erreichen, wachsen
danach sehr schnell weiter und iiber-
schreiten bald die groBte in einem Com-
puter darstellbare Zahl.

Zum Gliick kann man in unserem Zu-
sammenhang alle Zahlen ignorieren, die
unter der Iteration nach Unendlich di-
vergieren: Die Mandelbrot-Menge be-
steht gerade aus der Menge der Zahlen c,
deren Betrag unter beliebig langer Itera-
tion gemiB der Vorschrift z—z>+ ¢ end-
lich bleibt. Der Realteil ihrer Elemente
liegt im Bereich zwischen —2 und 1, der
Imaginérteil zwischen —1,5 und 1,5.

Das Programm, das ich gleich be-
schreiben werde, sucht nach solchen
Zahlen. Ich verdanke es John H. Hub-
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bard, einem Mathematiker von der Cor-
nell-Universitdt. Hubbard ist einer der
Spezialisten fiir die Mandelbrot-Menge ;
zusammen mit Heinz-Otto Peitgen von
der Universitidt Bremen hat er die funda-
mentalen Computer-Experimente von
Benoit B. Mandelbrot fortgefiihrt. Die
meisten Bilder in diesem Artikel haben
Heinz-Otto Peitgen und seine Kollegen
Hartmut Jiirgens, Michael Priifer, Peter
H. Richter und Dietmar Saupe an der
Universitdt Bremen erzeugt.

Bilder der Mandelbrot-Menge

Hubbards Programm diente mir als
Vorlage bei meinem Programm fiir einen
»,Zoom in die Mandelbrot-Menge*“. Zu-
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Bild 1: Die Mandelbrot-Menge und ihre Koordinaten in der komplexen Ebene. Auf dem Titelbild und in Bild 2 bis 4 gezeigte Details sind markiert.
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niichst wird ein zweidimensionales Spei-
cherfeld namens bild definiert, in dem
man spiter das Bild abspeichert. Die
Zellen von bild entsprechen den einzel-
nen Bildpunkten, den Pixels. Hubbards
Gitter hat 400 Zeilen und 400 Spalten;
Peitgen und seine Kollegen von der Uni-
versitidt Bremen arbeiten mit einem noch
groBeren Feld.

Leser, die dieses Programm auf ihrem
Personal Computer laufen lassen wollen,
miissen die GroBe des Feldes ihrer Aus-
riistung und ihrem Temperament anpas-
sen. Bei einem Feld mit doppelter Kan-
tenldnge lauft das Programm viermal so
lange, aber das Bild hat dann auch eine
hohere Auflosung.

Im ersten Teil des Programms wahlt
man ein quadratisches Gebiet in der
komplexen Ebene aus, das untersucht
werden soll. Zuerst gibt man die komple-
xe Zahl an, die der linken unteren Ecke

dieses Quadrates entspricht. Real- und’

Imaginirteil dieser Zahl speichert man in
den beiden Variablen aecke und becke
ab. Als nédchstes gibt man die Seitenlénge
des Quadrats ein; sie wird in der Varia-
blen seite gespeichert.

Im zweiten Teil des Programms wird

das Speicherfeld bild dem interessieren-
den Quadrat angepa8t. Dazu wird einer
Variablen namens spalt die Entfernung
zwischen zwei Pixels zugewiesen. spalt
erhilt man also, indem man seite durch
die Anzahl der Spalten (oder Zeilen) in
bild dividiert. ;

Der dritte Teil ist das Herzstiick des
Programms. Hier wird nach komplexen
Zahlen ¢ gesucht, die in der Mandelbrot-
Menge liegen; und Zahlen, die in gewis-
sem Sinne dicht an dieser Menge liegen,
werden Farben zugewiesen. Die folgen-
de Prozedur muB fiir jedes Pixel durch-
gefiihrt werden; Hubbards 400-mal-
400-Feld erfordert also 160000 Einzel-
rechnungen. Nehmen wir an, das Pro-
gramm atbeite gerade an dem Pixel in
Zeile m und Spalte n. Dann 148t sich der
dritte Teil in vier Schritte zerlegen: Be-
rechne zunichst die komplexe Zahl ¢, die
diesem Pixel entspricht. Um den Realteil
ac von c¢ zu erhalten, addiere man
n X spalt zu aecke. Fiir den Imaginérteil
bc von ¢ addiere man m X spalt zu becke.
Die imagindre Zahl i kommt in dem Pro-
gramm nicht vor.

Setze nun eine komplexe Variable z
(mit Realteil az und Imaginérteil bz) auf
0+ 0i. Setze eine Integer-Variable zihler
auf 0.

Wiederhole dann die folgenden drei
Schritte, bis entweder der Betrag von z
groBer als 2 ist, oder zdhler groBer als
1000:

72+,

zdhler < zdhler + 1,
betrag < Betrag von z.

10

Wie kommt hier die Zahl 2 ins Spiel?
Ein einfaches Resultat aus der komple-
xen Iterationstheorie garantiert, daB die
Iteration z nach unendlich treibt, wenn
der Betrag von z irgendwann groer wird
als 2. Es stellt sich heraus, daB recht viele
Punkte, die schlieBlich ins Unendliche
wandern, schon nach wenigen Iteratio-
nen einen groBeren Betrag als 2 haben.
Thre langsameren Vettern werden bei
groBeren Werten von zdhler immer sel-
tener.

Ordne schlieBlich bild (m, n) je nach

dem Wert von zdhler am Ende des drit-
ten Schrittes eine Farbe zu. Stelle die
Farbe in dem entsprechenden Pixel auf
dem Bildschirm dar. Man beachte dabei,
daB die Farbe eines Pixels nur von der
komplexen Zahl in der rechten oberen
Ecke des n-Pixels abhéngt.

Um die Farbe zuzuordnen, mufl man
den Zahlenbereich, den die Variable
zdhler iiberstreicht, in Bereiche auftei-
len, die jeweils einer bestimmten Farbe
entsprechen. Pixel, fiir die z schon nach
wenigen Iterationen einen Betrag groBBer
als 2 annimmt, werden rot gefirbt. Pixel,
bei denen der Betrag von z erst nach re-
lativ vielen Iterationen 2 erreicht, erhal-
ten die Farbe violett, vom anderen Ende
des Spektrums. Pixel, fiir die der Betrag
von z auch nach 1000 Iterationen noch
kleiner als 2 ist, werden schwarz geférbt:
Wir nehmen einfach an, daB sie zur Man-
delbrot-Menge gehoren.

Es ist sinnvoll, die Farben nicht festzu-
legen, bis der Bereich der Werte, den
zdhler in einem bestimmten Quadrat an-
nimmt, feststeht. Danach kann man die
Zuordnung so wahlen, daf8 das ganze
verfiigbare Farbspektrum ausgenutzt
wird. Hubbard schldgt vor, im vierten
Schritt nur die Werte von zahler in bild
einzutragen. Ein zweites Programm kann
dann die Matrix durchsuchen und die
Farbgebung festlegen. Leser, die bis
hierher kommen, werden sicherlich sel-
ber eine giinstige Zuordnung finden.

Besitzen Sie keinen Farbbildschirm,
konnen Sie schwarz-weille Bilder erzeu-
gen. Komplexe Zahlen, fiir die der Be-
trag von z nach r Iterationen groBer ist
als 2, werden weill gefdrbt, die anderen
schwarz. Justieren Sie r nach Threm Ge-
schmack. Um nicht die ganze Nacht
rechnen zu miissen, konnen Sie das Spei-
cherfeld auch nur 100 mal 100 Felder
gro machen. Hubbard schldgt auBer-
dem vor, die Maximalzahl von Iteratio-
nen auf 100 statt 1000 zu begrenzen. Die
so erzeugten Bilder sind suggestive,
pointillistische Gegenstiicke ihrer farbi-
gen Kollegen (Bild 5).

Wie leistungsfihig ist die ,,Zoom-Lin-
se* eines Personal Computers? Das
hiingt in gewissem MaBe davon ab, wie-
viele Bits zur Zahldarstellung er hat.
Laut Magi, meinem Mikrocomputer-

Amanuensis an der Universitit von West
Ontario, sind das beim IBM PC — mit
dem Mikroprozessor 8088 von Intel —
16 Bits. Deklariert man die Variablen
mit doppelter Genauigkeit, so erhoht
sich diese Zahl auf 32 Bits. :

Magi und ich haben ausgerechnet, da3
man mit solch doppelter Genauigkeit bis
zu 30000fache VergroBerung erreichen
kann. Noch hohere Genauigkeit, die
man mit spezieller Software erreichen
kann, vergroBert die Anzahl der signifi-
kanten Stellen auf mehrere hundert. Die
VergroBerung der Mandelbrot-Menge,
die sich mit solcher Genauigkeit im Prin-
zip erzielen 1Bt, ist viel groBer als die
zum Erkennen eines Atomkerns theore-
tisch erforderliche VergroBerung.

Der Personal Computer
als Zoom-Linse

An welchen Stellen sollte man die
komplexe Ebene untersuchen? Natiirlich
in der Nihe der Mandelbrot-Menge,
aber wo genau? Hubbard sagte, es gibe
,,Zillionen herrlicher Flecken*. Wie ein
Reisender in einem Land von unendli-
cher Schonheit sprudelt er vor Vorschla-
gen, wo die Leser suchen konnten. Aller-
dings haben die Plidtze keine Namen wie
Hongkong oder Hawaii: ,,Versuchen Sie
das Gebiet mit Realteil zwischen 0,26
und 0,27 und Imaginérteil zwischen 0
und 0,01.¢ Zwei weitere Platze schldgt er
vor:

Realteil Imaginérteil
—0,76 bis —0,74 0,01 bis 0,03
—1,26 bis —1,24 0,01 bis 0,03

Wenn Sie die Farbbilder zu diesem
Artikel betrachten, sollten Sie daran
denken, daB nur die schwarzen Punkte
zur Mandelbrot-Menge gehoren. Ein
GroBteil der Schonheit liegt in dem Halo
der Farben, die man den divergenten
Punkten zuordnet. Die isolierte schwarze
Menge sieht nicht so schon aus: Sie ist
iiberall von Filamenten iiberwuchert und-
von verkleinerten Versionen von sich
selbst umgeben.

Genaugenommen ist keines dieser Mi-
niatur-Apfelménnchen eine genaue Ko-
pie der Mutter; keine zwei Mengen sind
genau gleich. Nahe an der grolen Man-
delbrot-Menge gibt es sehr viel kleinere,
die scheinbar frei in der komplexen Ebe-
ne herumschweben. Aber der Schein
trigt: Ein bemerkenswertes Theorem
von Hubbard und seinem Kollegen
Adrian Douady von der Universitit Pa-
ris besagt, daB die Mandelbrot-Menge
zusammenhéangend ist.

Demnach sind sogar die kleinen Ap-
felménnchen iiber Filamente mit der
groBen Menge verbunden. Die Miniatu-
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ren findet man iiberall in der Nihe der
Mutter; sie kommen in allen GroBen
vor. Jedes quadratische Gebiet, das ei-
nen Teil des Randes umfaBt, enthilt
unendlich viele davon, auch wenn bei ei-
ner bestimmten VergroBerung nur einige
zu sehen sind. Hubbard findet, daB die
Mandelbrot-Menge ,,das komplizierteste
Objekt in der Mathematik* sei.

Leser, die noch mehr Farbbilder von
der Mandelbrot-Menge und anderen
mathematischen Objekten kennenlernen

wollen, konnen sich an Hubbard wenden

(Department of Mathematics, Cornell
University, Ithaca, New York 14853,
USA) und eine Broschiire anfordern. Sie
erhalten dann ein Bestellformular, mit
dem Sie quadratische Farbposter anfor-
dern konnen; ihre Qualitdt ist dhnlich
wie bei den hier gezeigten Bildern von

Peitgen. Sie konnen sich auch direkt an
Prof. Heinz-Otto Peitgen wenden, Fach-
bereich Mathematik, Universitidt Bre-
men, Postfach 330440, 2800 Bremen 33.
Dort erhalten Sie einen 100seitigen
Farbkatalog ,,Schonheit im Chaos* (DM
25.— plus Versandkosten), der eine
weltweite Ausstellungsserie, veranstaltet
zusammen mit dem Goethe-Institut, be-
gleitet; Farbposter konnen ebenfalls be-
stellt werden. Eine erweiterte Fassung
erscheint in Kiirze unter dem Titel ,, The
Beauty of Fractals“ von Heinz-Otto
Peitgen und Peter H. Richter beim
Springer-Verlag.

Sofern Sie von der groBen Komplexi-
tit verwirrt sind, konnen Sie sich auch
auf das Endliche zuriickziehen. Iteriert
man einen Quadrierungsprozef auf einer
endlichen Menge von natiirlichen Zah-

len, zeigen sich ebenfalls interessante
Strukturen; allerdings sind sie kombina-
torischer und nicht geometrischer Art.

Iterationen auf einer endlichen Menge

Wihlen Sie fiir einen solchen Itera-
tionsprozeB irgendeine Zahl zwischen 0
und 99. Quadrieren Sie diese Zahl und
nehmen Sie die letzten beiden Ziffern.
Zum Beispiel ist 592 gleich 3481, und die
letzten beiden Ziffern sind 81. Diesen
Prozel wiederholen Sie immer wieder.
Friiher oder spiter werden Sie auf eine
Zahl stoBBen, die Sie schon einmal hatten.
So ergibt 81 die sich wiederholende Fol-
ge 61, 21, 41 und 81.

Iteriert man auf endlichen Mengen,
ergeben sich stets derartige Schleifen. In

Bild 2: Sukzessive VergroBerungen des ,,Schiiferstabes* im Gebiet a von Bild 1.
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Bild 4: Ein Miniatur-Apfelminnchen im Gebiet f von Bild 1 ist mit dem Hauptteil
der Menge durch ein Filament verbunden.

12

unserem Beispiel sieht man leicht, daB3
nach spétestens 100 Iterationen eine der
100 Zahlen zweimal vorgekommen sein
muB; die erste doppelt vorkommende
Zahl ergibt dann eine Schleife. Es gibt
ein herrliches Programm, das solche
Schleifen findet und dabei fast keinen
Speicherplatz benotigt. Mehr dariiber
spéter.

Man braucht nur etwa eine Stunde, um
das Ergebnis des Quadrierungsprozesses
graphisch darzustellen: Ordnen Sie jeder
Zahl zwischen 0 und 99 einen Punkt auf
einem Blatt Papier zu. Folgen zwei Zah-
len im IterationsprozeB aufeinander, so
verbinden Sie die beiden zugehdrigen
Punkte durch einen Pfeil; in unserem
Beispiel sollte also ein Pfeil vom Punkt
59 zum Punkt 81 fithren. Die Pfeile wer-
den sich bald iiberschneiden; Sie sollten
deshalb das Diagramm ab und zu neu
zeichnen, so daB es keine Uberschnei-
dungen gibt. Ein Diagramm ohne Uber-
schneidungen 148t sich immer konstru-
ieren.

Oft tauchen unverbundene Unterdia-
gramme auf, die sich so zeichnen lassen,
daB die zugrundeliegenden Symmetrien
schon herauskommen. Zum Beispiel ent-
hilt das ohne Uberschneidungen ge-
zeichnete Iterationsdiagramm fiir den
Quadrierungsproze3 auf den Zahlen 0
bis 99 sechs unverbundene Unterdia-
gramme. Die Teile tauchen jeweils paar-
weise auf, und jeds:s Stiick ist hochsym-
metrisch (Bild 6). |

Konnen Sie eine Erklirung fiir die
Symmetrie geben? Was wiirde passieren,
wenn man statt dessen die Zahlen von 0
bis 119 betrachtete ? Besteht ein Zusam-
menhang zwischen der Anzahl der zu-
sammenhangenden Komponenten und
der groBten Zahl in der Folge?

Ahnliche Tterationsmuster gibt es fiir
einige komplexe Zahlen aus der Mandel-
brot-Menge. Fiir gewisse Werte von c er-
zeugt die Tteration z2 + ¢ endliche Zyklen
komplexer Zahlen. So ergibt sich fiir die
komplexe Zahl 0+ 1i eine permanente
Oszillation zwischen den zwei komple-
xen Zahlen —1+ 1i und 0 — 1i.

Es gibt auch Zyklen mit nur einem
Element. Sofern sie stabil sind, nennt
man sie Attraktoren — unabhéngig da-
von, ob sie in einer endlichen oder der
unendlichen Mandelbrot-Menge vor-
kommen.

Jede der sechs Komponenten des Ite-
rationsdiagramms fiir die ganzen Zahlen
zwischen 0 und 99 enthélt einen Attrak-
tor. Geometrisch 148t sich ein Attraktor
als Polygon darstellen; die Zahlen, die in
ihn hineinfithren, entsprechen aufge-
pflanzten Bdumen.

Eine Moglichkeit, einen Attraktor mit
Hilfe eines Computers zu finden, besteht
darin, jede neu erzeugte Zahl in einem
speziell reservierten linearen Speicher-
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feld aufzuheben. Sobald eine Zahl zum
zweiten Mal auftaucht, druckt man alle
dazwischenliegenden Zahlen aus. Diese
Methode ist einfach und 14Bt sich leicht
programmieren. Wenn das Speicherfeld
lang ist, kann sie allerdings viel Zeit ko-
sten: Um einen Attraktor-Zyklus in einem
Speicherfeld mit n Zahlen zu finden,
muB man ungefihr n? Vergleiche durch-
fiithren, denn jede neue Zahl muf} mit al-
len bereits erzeugten verglichen werden.

Es gibt jedoch ein trickreiches kleines
Programm, das Attraktoren viel schnel-
ler findet. Es bendtigt nur zwei anstelle
von n Speicherplitzen und 148t sich auch
auf dem einfachsten programmierbaren
Taschenrechner. kodieren. Das Pro-
gramm findet sich neben anderen in dem
bemerkenswerten Buch ,,Mathematical
Recreations for the Programmable Cal-
culator* von Dean Hoffman (Universitit
Auburn) und Lee Mohler (Universitit
von Alabama).

Das Programm heit RHOP, denn die
Folge der Zahlen, die zum SchluB in ei-
nem Zyklus miindet, dhnelt einem Seil
(englisch rope) mit einer Schlinge (eng-
lisch loop) am Ende. AuBerdem #hnelt
die Zahlenfolge dem griechischen Buch-
staben Rho (o).

Das Programm enthdlt zwei Varia-
blen, flink und lahm. Anfinglich erhal-
ten beide den Wert der Startzahl. Die
Iterationsschleife des Programms enthilt
nur drei Anweisungen:

flink —flink X flink -(mod 100),
flink —flink X flink (mod 100),
lahm<lahm X lahm (mod 100).

Die Anweisung mod 100 holt die bei-
den letzten Stellen aus dem Produkt. Die
Variable flink wird zweimal quadriert,
lahm dagegen nur einmal. flink lduft
doppelt so schnell vom Schwanz zum
Kopf des Rho wie lahm. Im Kopf wird
lahm von flink eingeholt, sobald lahm die
Kopfschleife teilweise durchlaufen hat.
Das Programm verldBt die Iterations-
schleife, sobald lahm gleich flink ist.

Der Attraktor wird schlieBlich identi-
fiziert, indem man den Quadrierungs-
prozef3 noch einmal fiir den momentanen
Wert von lahm iteriert. Die so erzeugte
Folge wird beim Iterieren gleich ausge-
druckt, und der ProzeB stoppt, sobald die
Anfangszahl im Laufe des Iterationspro-
zesses zum. zweitenmal vorkommt.

Sofern Leser die verschiedenen Effek-
te wiederholten Quadrierens auf diver-
sen Zahlbereichen untersuchen, wiirde
ich mich freuen, die entsprechenden
Diagramme; zu sehen (meine Anschrift:
University of Western Ontario, Depart-
ment of Computer Science, London, On-
tario’N6 A3K7, Kanada); man kann sie
per Computer oder mit der Hand erstel-
len. Diskrete Iteration ist ein neu auf-
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Bild 5: Miniatur- Apfelmiinnchen auf einem Schwarz-Wei8-Bildschirm.

kommendes Gebiet der Mathematik mit
Anwendungen in der Informatik, Bio-
mathematik, Physik und Soziologie.
Theoretiker sollten auf ein Buch zu die-
sem Thema von Frangois Robert von der
Universitdt Grenoble achten.

Danksagung
vom Planeten Arde

Die zweidimensionalen Bewohner des
Planeten Arde mochten den vielen Le-
sern ihren tiefen Dank aussprechen, die
versucht haben, die im Juli-Artikel be-
schriebene Kreuzungsschaltung zu ver-
bessern. Die Schaltung bestand aus zwolf
NAND-Gattern mit jeweis zwei Eingén-
gen. Ich hatte die Leser gebeten, die mi-
nimal erforderliche Anzahl von NAND-
Gattern — und nur NAND-Gattern — zu

finden, mit der sich eine Kreuzungsschal-:

tung aufbauen ld8t. Die meisten einge-
schickten Schaltungen bestanden aus
zehn Gattern; das ist eine geringfiigige
Verbesserung. Drei Leser aber fanden
eine Schaltung mit nur acht Gattern
(Bild 7).

Die Schaltung mit acht Gattern enthalt
ein NAND-Gatter mit drei Eingidngen
und zwei mit nur einem Eingang, die als
Inverter arbeiten: Sie verwandeln 0 in 1

und umgekehrt. Dieselbe Kreuzungs-
schaltung mit acht NAND-Gattern ist
iibrigens bereits als U.S. Patent Nr.
3248573 (26. April 1966) eingetragen.
Robert L. Frank, ein Systemberater aus
Birmingham in Michigan, schreibt, daB
dieses Patent Lester M. Spandorfer aus
Cheltenham in Pennsylvania, Albert B.
Tonik aus Dresher (Pennsylvania) und
Shimon Even aus Cambridge (Massa-
chusetts) erteilt wurde.

Man fragt sich, ob es diese Schaltung
tatsdchlich in irgendeinem modernen
Gerit gibt. Ebenso erhebt sich die Frage,
ob man nicht mit noch weniger NAND-
Gattern auskommt — vermutlich ist das
jedoch nicht moglich.

C. Walter Johnson aus Long Beach in
Kalifornien beschrieb eine Vielzahl
zweidimensionaler ~ Schaltungen, die
mehrere Gattertypen verwenden. An-
scheinend kann man nicht nur Kreu-
zungsschaltungen in zwei Dimensionen
bauen, sondern auch ebene Flip-Flops.
Die Flip-Flops konnten einem zweidimen-
sionalen Rechner als Speicher dienen.

Stephen Wolfram vom Institute for

" Advanced Study in Princeton hat eindi-

mensionale Computer in Form von zellu-
lairen Automaten untersucht. Es ist noch
zu friih, um zu sagen, welche Beitrédge
Leser seiner Broschiire iiber Gleiter-

13



kanonen auf diesem Gebiet moglicher-
weise gemacht haben, aber ich kann
schon einige Reaktionen weitergeben.

Zunichst eine Korrektur: Statt des
Automaten mit der Code-Nummer 792
war der mit Nummer 357 gemeint. Fer-
ner war meine Entscheidung, die bereits
bekannten universellen linearen Auto-
maten nicht zu erwihnen, eine Unterlas-
sungssiinde. Erst wollte ich einen solchen
Automaten beschreiben, den Alvy Ray
Smith 1970 als Student in den Anfangs-
semestern erfunden hat. Dann bekam ich
jedoch Bedenken, da3 die Beschreibung
dieses Automaten die Darstellung unge-
biihrlich aufbldhen wiirde ; immerhin hat
er 18 Zustinde (k= 18) und eine Drei-
Zellen-Nachbarschaft (» = 1).

Arthur L. Rubin aus Los Angeles in
Kalifornien hat einen verniinftigen Vor-
schlag zur Definition der Lichtgeschwin-
digkeit in einem beliebigen linearen Au-
tomaten unterbreitet. Rubins Vorschlag
korrigiert einen Nachteil einer friiheren
Definition, in der die Lichtgeschwindig-

20 80

51 99

keit auf eine Zelle pro Zeiteinheit ge-
setzt wird.

Die alte Definition geht an der Tatsa-
che vorbei, daB diese Geschwindigkeit
nicht in allen linearen Automaten er-
reicht werden kann. Bei der neuen De-
finition ist die Lichtgeschwindigkeit
gleich ,,der maximalen Ausbreitungsge-
schwindigkeit eines Impulses (sagen wir
nach rechts)“. Die Wellenfront des Im-
pulses wird dadurch definiert, daB rechts
von ihr nur Nullen stehen diirfen. Rubin
beweist dann, daB die Lichtgeschwindig-
keit in dem linearen Automaten mit der
Codenummer 792 gleich 1/3 ist.

Im Juli hatte ich auch gefragt, ob es in
dem linearen Automaten namens Welle
eine einseitige Gleiterkanone gebe. Eine
solche Kanone. wiirde unendlich viele
Gleiter nach rechts schicken, aber keinen
nach links. William B. Lipp aus Milford,
Connecticut, hat ein bestechend einfa-
ches Argument gegen die Existenz einer

solchen Kanone vorgebracht. Er
schreibt: , Betrachten Sie ein Mu-
45 3 65
35 75
15 85
5 95

18 82

26 74

Bild 6: Die sechs Komponenten des Iterationsdiagramms fiir die Quadratur
der natiirlichen Zahlen von 0 bis 99.
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Bild 7: Kreuzungsschaltung mit acht
NAND-Gattern.

ster, bei dem im Verlaufe der Entwick-
lung links von einer gegebenen Zelle, die

‘'wir Zelle 0 nennen, niemals etwas ande-

res als 0 auftritt. Der am weitesten links
stehende Wert, der ungleich 0 ist, muf
stets gleich 1 sein. Wire er gleich 2, so
wiirde sich diese 2 auf ewig nach links
bewegen — im Widerspruch zu unserer
Annahme, daB links von Zelle 0 immer
nur Nullen stehen. Aus dieser am weite-
sten links stehenden 1 wird jedoch in der
nichsten Iteration eine 0, und damit ver-
schiebt sich die linke Grenze des Musters
um wenigsten eine Zelle nach rechts.*
Demnach wird entweder auch ein

“Gleiter nach links geschickt, oder die

Kanone wird letztlich durch ein Bombar-
dement aus Nullen von links zerstort.

Andere Leser versuchten zu zeigen,
daB der Automat Welle nicht universell
ist. Fiir manche Automaten kann man
beweisen, dal das Halteproblem ent-
scheidbar ist — das ist eine hinreichende
Bedingung. Welle hélt an, wenn in all sei-
nen Zellen nur Nullen stehen; die Stop-
Bedingung fiir irgendeine — darin viel-
leicht enthaltene — universelle Maschine
konnte jedoch ganz anders aussehen.

Mehrere Leser versuchten, universelle
lineare Automaten zu konstruieren. Alle
Konstruktionen waren recht plausibel,
aber Carl Kadie aus East Peoria in Illi-
nois war mit seinem eindimensionalen
Automaten nicht zufrieden: Er schlug ei-
nen nulldimensionalen Automaten vor.
Ein solcher Automat hétte nur eine Zel-
le; man konnte ihn als Punktautomaten
bezeichnen. Lesern mit einer theoreti-
schen Ader macht es vielleicht SpaB, ein-
mal die Universalitit eines solchen
Punktautomaten zu untersuchen. Kann
es einen solchen Automaten geben?

Alvy Ray Smith publizierte seinen Be-
weis fiir die Existenz eines universellen
linearen Automaten 1971 im ,,Journal of
the Association for Computing Machine-
ry*“. Man mochte glauben, eine Karriere
mit solch einem vielversprechenden An-
fang miiBte ihn heute in eine beriihmte
akademische Institution gefiihrt haben.
Statt dessen bliihte Smith ganz woanders
auf: Er ist heute Direktor der Computer-
graphik-Forschung in der Lucasfilm-Ge-
sellschaft in San Rafael (Kalifornien). In
einem kiinftigen Artikel hoffe ich, iiber
einige der erstaunlichen kinematischen
Effekte berichten zu konnen, die man
dort produziert.
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