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Do-it-yourself-Ornamente

Ein Programm zaubert nach Anweisung des Benutzers
Muster mit vorgegebener Symmetrie auf den Bildschirm.

VON CHRISTOPH POPPE

ie wenigen Handwerksbetriebe,

die noch Textilien im traditionel-
len Blaudruck verzieren, hiten als be-
sondere Schitze ihre so genannten Mo-
del. Das sind Holzklotze mit einem
Griff und einer rechteckigen Fliche, aus
der ein spezialisierter Handwerker, der
Formschneider, das zu druckende Mus-
ter herausgeschnitzt hat. Der Farber be-
streicht den Model mit einer klebrigen,
farbabweisenden Masse, dem Papp,
und bestempelt damit den zu farben-
den Stoff, sorgfaltig ein Rechteck neben
das andere setzend, so dass das Tuch
am Ende mit lauter Exemplaren des
Musters in regelmafliiger Anordnung
zugepappt ist. Nachdem der Papp ge-
trocknet ist, taucht der Farber das Tuch
in den Farbbottich, ldsst die Farbe trock-
nen und wischt den Papp mit Sdure
aus. Nur die nicht von der schiitzenden
Masse bedeckten Stellen sind einge-
farbt worden.

Die Herstellungstechnik gibt den
Mustern eine Eigenschaft mit, die der
Mathematiker »Translationsinvarianz«
nennt: Verschiebt man das ganze Mus-
ter um eine Modelldnge, so geht es wie-
der in sich selbst iiber. Und wenn der
Stoff breit genug ist, um mehreren Mo-
delreihen nebeneinander Platz zu bie-
ten, dann ist das Muster sogar doppelt
translationsinvariant. Dabei darf man
die zweite Reihe statt genau in Reih und
Glied auch ein Stiick versetzt neben die
erste stempeln. Man beschreibt das
durch zwei Verschiebungsvektoren, die
in verschiedene Richtungen weisen
und nicht unbedingt senkrecht aufei-
nander stehen (Bild rechts oben).

Andersherum ausgedriickt: Ver-
schiebung um einen der beiden Vekto-
ren ist eine Symmetrieoperation, das
heifit eine Bewegung, die das ganze
Muster invariant (unverdndert) lasst.
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Da man solche Operationen beliebig
wiederholen kann, ist auch eine Ver-
schiebung um das Doppelte eines Vek-
tors, sein Negatives, die Summe und all-
gemein jede beliebige Kombination
beider Vektoren eine Symmetrieopera-
tion. Und schon sind wir bei einer
Struktur, die einer ganzen Theorie ih-
ren Namen gegeben hat: Die Menge al-
ler Symmetrieoperationen eines Orna-
ments bildet eine so genannte Gruppe.
Statt von einem Model spricht man
in der Gruppentheorie von einem »Fun-
damentalbereich«. Das ist eine Teilmen-
ge der Ebene, deren Ebenbilder unter al-
len Operationen der Symmetriegruppe
die ganze Ebene lickenlos und uber-
lappungsfrei bedecken. Wer also das
Muster kennt, das einen Fundamental-
bereich bedeckt, kennt das ganze Orna-
ment (das man sich als unendlich aus-
gedehnt vorzustellen pflegt). Ubrigens
gibt es zu einem Muster nicht »den«
Fundamentalbereich. Ganz verschieden
geformte Mengen koénnen diese Rolle
ubernehmen; man kann auch einen
rechteckigen Model durch einen paral-
lelogrammférmigen ersetzen.

17 Ornamentsorten

Zwei Translationen in verschiedene
Richtungen sind nur die Mindestanfor-
derung an ein Ornament. Viele regel-
mafiige Muster verfigen noch iber
weit mehr Symmetrien. So ist das be-
kannte Bienenwabenmuster auch inva-
riant gegeniiber Drehungen: mit 60
Grad um jeden Sechseckmittelpunkt
und mit 120 Grad um jede Ecke. Und da
ganz allgemein zwei Symmetrieopera-
tionen, hintereinander ausgefiihrt, wie-
der eine Symmetrieoperation ergeben,
gehoren auch Drehungen mit Vielfa-
chen von 60 beziehungsweise 120 Grad
zum Sortiment.

JURGEN RICHTER-GEBERT

Ein Ornament geht in sich selbst iiber,
wenn man es mit einem der beiden rot

eingezeichneten Translationsvektoren
verschiebt. Das gilt auch, wenn man

jede der beiden Verschiebungsoperationen
mehrfach und/oder mit umgekehrtem
Vorzeichen anwendet (blau).

Andere Ornamente beziehen ihren
Reiz daraus, dass man sie um gewisse
Achsen spiegeln kann. Das sind dann
wegen der Translationsinvarianz gleich
unendlich viele Spiegelachsen. Weniger
bekannt ist die Gleitspiegelung. Man
spiegelt das Objekt an einer Achse und
verschiebt es anschliefSend ein Stiick
entlang derselben Achse.

Solche zusdtzlichen Symmetrien
miissen sich untereinander und vor al-
lem mit den beiden Translationssym-
metrien vertragen. Das schrdnkt die
Zahl der moglichen Kombinationen er-
heblich ein. So kdnnen in einem Orna-
ment keine anderen Drehungen vor-
kommen als um Vielfache von 60 oder
90 Grad. Insbesondere ist eine finf-
zahlige Drehsymmetrie mit zwei Trans-
lationssymmetrien unvereinbar. Zwei
Spiegelungen um nichtparallele Ach-
sen ergeben zusammen eine Drehung
um deren Schnittpunkt mit dem Dop-
pelten des Winkels zwischen ihnen. Da
dieser Drehwinkel nur bestimmte Wer-
te annehmen darf, unterliegen die Win-
kel zwischen zwei Spiegelachsen ent-
sprechenden Einschrankungen.

All diesen Einschridnkungen zum
Trotz gibt es immerhin 17 verschiedene
Ornamentsorten (Bilder rechts). In der
Fachsprache nennt man sie »ebene
kristallografische Gruppeng, im Engli-
schen etwas volksttimlicher »wallpaper
groups« (»Tapetengruppenc). Eigent-
lich ist die Theorie ndmlich die Doma-
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CHUEANUN, TH,
P2+ PM: AGNES KUNNECKE, DEUTSCHLAND;

PG: MARGITTA SCHLUTER, DEUTSCHLAND

PGG: BETSY SUMMERHAYES, VIRGIN ISLANDS, USA

PMG: AGNES KUNNECKE, DEUTSCHLA|
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cm: Spiegel- und Gleitspiegelachse ||
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P4 + P4G: JURGEN RICHTER-GEBERT, DEUTSCHLAND;

P4M: RUSTEM BATUM, USA
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cmm: je zwei Spiegel- und Gleit-
spiegelachsen L

pAg: vierzahlige Drehung und
Gleitspiegelung

, USA; P31M: COR .
P3M1: CHRISTO FLORES, USA; P6: CLARE BOONE-MASULONIS, USA

DAN!
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p3:dreizahlige Drehung p31m:drei dreizahlige Drehungen, p3m1: zwei dreizahlige Drehungen, p6: sechszahlige Drehung
Spiegelung und Gleitspiegelung Spiegelung und Gleitspiegelung

Die 17 kristallografischen Gruppen, illustriert an Beispielen, die mit dem Programm iOrnament
gezeichnet sind. Die Namen der Gruppen folgen der Konvention der International Union of Crystal-
lography. Sie enthalten die Kennung »p« fiir »primitive« oder »c« fiir »centered«, eine Zahl fiir die
héchste vorkommende Drehsymmetrie sowie »m« fiir eine Spiegelung (»mirror symmetry«) und
»g« fiir eine Gleitspiegelung (»glide reflection«). Angegeben sind zu jeder Gruppe nicht immer alle,
sondern nur die charakteristischen Symmetrien (iiber die Translationen hinaus). »Zwei Spiegelach-
sen« ist verkiirzt fir »zwei Klassen von (unendlich vielen) Spiegelachsen«, Entsprechendes gilt fiir
die Gleitspiegelachsen. || bedeutet »parallel«, L »senkrecht aufeinander«.

P6M: MARK DECKARD, USA

pém:sechszahlige Drehung
und Spiegelung
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JURGEN RICHTER-GEBERT

GILLIAN MOWBRAY, GROSSBRITANNIEN

Durch Herumprobieren bessert der Benutzer eine Form, die der dreizihligen Dreh-
symmetrie angepasst ist, so lange nach, bis sie als (leicht missgebildeter) Fisch
erkennbar ist. In diesem Muster ist jede Drehung mit einem Farbwechsel gekoppelt,
mit dem Effekt, dass drei verschiedene Sorten Fische in ihrer jeweils eigenen Rich-
tung das Bild durchschwimmen.

Rosette mit elfzahliger Drehsymmetrie und ebenso vielen Spiegelachsen
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ne der Kristallografen. In einem Kristall
gibt es Translationsinvarianz, sogar in
drei statt nur zwei verschiedenen
Raumrichtungen, weil sich gewisse An-
ordnungen von Atomen in regelmafi-
gen Abstdnden wiederholen. Was der
Kristall dariiber hinaus noch an Sym-
metrien aufzuweisen hat, das be-
schreibt seine kristallografische Grup-
pe, und deren gibt es im Raum nicht
nur 17, sondern 230 Stiick.

In der Theorie gelten zwei Gruppen
schon dann als im Wesentlichen gleich
(»isomorph«), wenn sie dieselbe Struk-
tur aufweisen. Die einfachste ebene
kristallografische Gruppe namens pl
enthdlt aufler den beiden Translatio-
nen gar keine Symmetrien. Fir ihre
Struktur kommt es nicht darauf an, wie
die beiden Translationsvektoren in der
Ebene liegen und wie lang sie sind.
Kommt allerdings eine Drehung um 9o
Grad hinzu, missen sie gleich lang sein
und aufeinander senkrecht stehen.

Je nach Symmetriegruppe muss
man die Ebene nicht mit ausschlief}lich
parallelverschobenen Kopien eines pa-
rallelogrammfdrmigen Fundamental-
bereichs bepflastern; diese kommen
vielmehr auch in gedrehter oder ge-
spiegelter Form vor, und der Funda-
mentalbereich kann dreieckig sein. Wie
aber die Kopiervorlage ihrerseits mit
Farbe gefiillt wird, dariiber sagt die kris-
tallografische Gruppe nichts aus. Viel-
leicht enthélt der Fundamentalbereich
nur ein paar gerade Striche, die erst in
der Zusammensetzung die Grenzen ge-
wisser Vielecke ergeben. Damit be-
schreibt die Theorie auch alle Pflaste-
rungen der Ebene mit unendlich vielen
Kopien gewisser »Ursteine« aus einem
kleinen Sortiment (Spektrum der Wis-
senschaft 2/2013, S. 64, 4/2008, S. 65,
und 7/2007, S. 98) — periodische Pflaste-
rungen, wohlgemerkt, die nichtperiodi-
schen sind ein Thema fiir sich (Spek-
trum der Wissenschaft 2/2002, S. 64).

Eine Linie, die genau senkrecht auf
eine Spiegelachse auftrifft, findet in ih-
rem Spiegelbild eine ungeknickte Fort-
setzung. Geschickt von Rand zu Rand
eines Fundamentalbereichs gezogene
Linien werden unter der Aktion der
Symmetriegruppe unendlich lang; aus
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einem geraden Strich wird ein Fenster,
aus einem unscheinbaren Zacken ein
Sechserstern, aus einer einfachen ge-
krimmten Linie eine Bliite. Wer einen
Fundamentalbereich bemalt - oder,
was fast auf dasselbe hinauslduft, ein
Muster in einen Model schnitzt —, dem
fallt es nicht leicht, sich vorzustellen,
wie sein Werk zum fertigen Ornament
vervielfaltigt aussieht.

Ornamentprogramm fiir jedermann
Hier schafft ein Computerprogramm
Abhilfe. Jurgen Richter-Gebert, Profes-
sor fir Mathematik an der Technischen
Universitat Miinchen in Garching, hat
eine App namens iOrnament geschrie-
ben, die jede Eingabe des Benutzers als-
bald nach den jeweils giltigen Orna-
mentregeln vervielfiltigt. Unversehens
und fiir den Anwender zunéchst iiber-
raschend wird aus dem krummen
Strich die Bliite, und jeder Farbfleck
taucht kaleidoskopartig in vielen Ex-
emplaren auf dem Bildschirm auf.

Das hilft auch beim Entwerfen regel-
maBiger Flachenfullungen. Man erwei-
tere allmédhlich einen Fleck zu einer Ge-
stalt eigener Wahl und bekommt auto-
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In diesem Ornament (Symmetriegruppe p3
ohne Spiegelungen) hat Jiirgen Richter-
Gebert an Stelle einer Uberkreuzung eine
Kombination aus Stange und ringférmi-
gem Loch gewahlt. Zur Entstehung dieses
Musters: http://youtu.be/Q4QykoETgAo

matisch angezeigt, wie diese zu ihren
Ebenbildern passt (Bild S. 70 oben).
Schon bald nach der Veroffentli-
chung des Programms haben Benutzer
aus aller Welt es nicht nur abgerufen,
sondern auch ihre Werke massenhaft
an eine vom Autor eingerichtete virtu-
elle Weltausstellung gesandt. Oftmals
scheinen kulturelle Einfliisse bei der
Gestaltung der Ornamente durch. Me-
xikaner malen tendenziell Konturli-

Produzieren Sie Ihre eigenen Ornamente
und reichen Sie sie zum Wettbewerb ein!

Einladung zum Wettbewerb

O fe= 0

G

Die App iOrnament wird von Dienstag, 18. Februar, bis Sonntag, 23. Februar, zum kos-
tenlosen Download freigeschaltet (und ist im Ubrigen fir 0,89 Euro im App-Store
verfligbar, Direktlink siehe QR-Code oben rechts). Im Zeitraum 18. Februar bis 31.
Marz kénnen Sie Ihre Ornamente nicht nur an die virtuelle Weltausstellung schi-
cken, sondern zugleich auch zum Wettbewerb einreichen. Ihr Werk erscheint auf
der Website www.spektrum.de/ornament, wo auch die Teilnahmebedingungen
und weitere Hinweise zu finden sind.

1. Preis: Leonardo-Briicke. Aus diesem Bausatz konstruie-
ren Sie ohne Verbindungselemente (Nagel, Schrauben,
Leim ...) eine Briicke mit 2,40 Meter Spannweite.

2. bis 5. Preis: ein Jahresabonnement des digitalen Wo-

chenmagazins »Spektrum - die Woche«

6. bis 10. Preis: ein Jahresabonnement »Spektrum der
Wissenschaft Spezial PMT« (Physik, Mathematik, Technik)
11.bis 15. Preis: ein Set Espressotassen und Untertassen mit mathema-
tischen Motiven

16. bis 30. Preis: ein »Spektrume«-Sonderheft »Lustvolle Geometrie«
Dle Gewinner werden im Juniheft bekannt gegeben.
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nien, Japaner einfarbig konturiert (oft
rot), Koreaner und Thaildnder in wei-
chen Farben.

Einige unter den verfiigharen Sym-
metriegruppen gehoren gar nicht zu
den kristallografischen: »Rosetten-
gruppen« bestehen nur aus endlich
vielen Drehungen um einen Zentral-
punkt und moglicherweise dazu pas-
senden Spiegelungen. Die klassischen
Realisierungen sind die bekannten gro-
Ben kreisformigen Kirchenfenster (Bild
S.70 unten).

Manche Ornamente beziehen ihren
Reiz daraus, dass ihnen gewisse Sym-
metrien, ndmlich die Spiegelungen,
fehlen. Man zeichne zwei sich kreuzen-
de Striche, von denen einer im Kreu-
zungspunkt unterbrochen ist und da-
her als unter dem anderen liegend
wahrgenommen wird. Wenn man es ge-
schickt anstellt, macht eine Symmetrie-
gruppe ohne Spiegelungen daraus ein
richtiges Flechtwerk aus langen Faden,
deren jeder die anderen streng abwech-
selnd von oben und von unten kreuzt.
Varianten konnen dem Muster sogar
eine rdumliche Anmutung verschaffen
(Bild oben). ~
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