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Perfekte magische Wiirfel

Fir die Verallgemeinerung der magischen Quadrate gibt es aufregen-

de Neuigkeiten. In deutsch-franzosischer Zusammenarbeit entdeckten

ein Lehrer und ein Software-Entwickler einen perfekten magischen

Wiirfel der Ordnung 5 — und mehr.

Von Christoph Pdoppe

Wir leben in bewegten Zeiten. Ma-
thematische Entdeckungen pur-
zeln in derart rascher Folge aus dem
Computer, dass die Entdecker kaum Zeit
finden, sie aufzuschreiben. Noch in der
Septembernummer 2003 unserer Schwes-
terzeitschrift »Pour la Science« erscheint
ein Artikel, in dem die Existenz perfekter
magischer Wiirfel der Ordnungen 5 und 6
als ungeklire dargestellt wird. Aber sein
Autor Christian Boyer, Software-Entwick-
ler aus Enghien-les-Bains bei Paris, hat
sich bereits im Frithjahr desselben Jahres
mit dem Nirnberger Gymnasiallehrer
Walter Trump zusammengetan, um nach
ebensolchen Wiirfeln zu forschen. Just am
1. September programmiert Trump, der
am Gymnasium Stein Mathematik und
Physik unterrichtet, seinen Computer,
sich auf die aufwindige Suche nach per-
fekten magischen Wiirfeln der Ordnung 6
zu begeben — und ist vollig verbliifft, dass
der noch selbigen Tages einen findet!
Damit nicht genug. Bereits am 13.
November trigt die gemeinsame An-
strengung von Trump und Boyer eine
weitere Frucht, die so prachtvoll ist, dass
sie alsbald ihren Weg in die Tagespresse
findet: den ersten perfekten magischen
Wiirfel der Ordnung 5 (Bild rechts
oben). Und mitten in die Vorbereitungen
zu diesem Artikel platzt am 4. Januar die-
ses Jahres die Nachricht, dass Trump ei-
nen fast perfekten magischen Wirfel der
Ordnung 4 gefunden hat (Bild S. 110).
Ganz perfeke ist er nicht — man weif3,
dass das unméglich ist —, aber sein Grad
an Perfektion ist bisher uniibertroffen.
Magische Wiirfel sind die voluming-
sen und kapriziosen Verwandten der ma-

Walter Trump, Gymnasiallehrer in

Nirnberg, und sein Sohn Daniel,
auf dessen Computer der erste perfekte
magische Wiirfel der Ordnung 5 gefun-
den wurde

108

'WALTER TRUMP

gischen Quadrate, jener quadratischen
Anordnungen von Zahlen, deren Summe
tiber jede Zeile, Spalte und Diagonale
den gleichen Wert — die »magische Kon-
stante« des Quadrats — hat. In der Regel
wird von einem magischen Quadrat der
Seitenlinge /V verlangt, dass es genau die
natiirlichen Zahlen von 1 bis V? enthiilt.
Manchmal lisst man die Zahlen auch
von 0 bis N2-1 laufen, was manche Ar-
gumentationen vereinfacht und keinen
wesentlichen Unterschied macht: Wenn
man zu jeder Zahl eines magischen Qua-
drats eine Konstante, zum Beispiel 1 oder
—1, addiert, ist es so magisch wie zuvor.
Ein magischer Wiirfel ist die Verallge-
meinerung eines magischen Quadrats auf
drei Dimensionen: Man baut einen Wiir-
fel aus Nx Nx N kleinen wiirfelformigen
Kl6tzchen zusammen. Jedes der Klotz-
chen trigt eine der Zahlen von 1 bis V?
(oder von 0 bis N?-1), und im Prinzip
sollte immer dann, wenn NN Kl6tzchen
im Wiirfel auf einer geraden Linie liegen,
deren Summe gleich der magischen Kon-
stante sein. Solche geraden Linien verlau-
fen von links nach rechts (»Zeilen«), von
vorn nach hinten (»Spalten«) oder von
unten nach oben (»Siulen«); dazu kom-

men die »kleinen« Diagonalen, die paral-
lel zu einer Flichendiagonale verlaufen,
sowie die vier »groffen« oder Raumdia-
gonalen, die jeweils einander gegen-
iiberliegende Eckpunkte verbinden.

Es stellt sich heraus, dass alle diese
Forderungen zusammen sehr schwierig
zu erfiillen sind. Wenn wirklich alle Sum-
men die magische Konstante ergeben,
nennt man den Wiirfel »perfekt ma-
gisch«, wihrend man die Qualititsbe-
zeichnung »magisch« bereits denjenigen
Wiirfeln zugesteht, bei denen nicht alle
kleinen Diagonalen den richtigen Wert
haben. Manche Autoren verwenden an-
dere Bezeichnungen.

Die magische Konstante eines Whir-
fels, der aus den Zahlen 1 bis /V? besteht,
muss gleich M(V3+1)/2 sein, denn es gibt
N? Siulen, deren Summe jeweils gleich
der magischen Konstante ist, und zusam-
men miissen diese Summen gleich der
Summe aller Klotzchenzahlen sein; das
aber ist die Summe aller Zahlen von 1 bis
N3, und die hat den Wert N3 (N3+1)/2.
Fir einen magischen Wirfel der Ord-
nung 5 ergibt sich die magische Konstan-

te 5x63=315.

Die Gleichungen der Perfektion

Wie viele Bedingungen muss ein Wiirfel
erfiillen, damit er perfekt magisch ist? Es
gibt N2 Siulen und ebenso viele Zeilen
und Spalten; das ergibt zusammen 3/V?
Bedingungen. Man kann den groflen
Wiirfel auf drei verschiedene Weisen in
Scheiben der Dicke 1 zerlegen. Fiir einen
perfekten Wiirfel muss jede dieser NV
Scheiben ein magisches Quadrat sein,
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insbesondere miissen ihre beiden Diago-
nalen den richtigen Wert ergeben. Das
macht zusammen 3x2x/N= 6N kleine
Diagonalen; am Ende kommen noch die
vier groflen Diagonalen dazu. Also haben
die N3 Zahlen im Wiirfel insgesamt
3N?+ 6N +4 Bedingungen zu erfiillen.
Im Falle N=5 sind das 109 Bedingungen
fiir 125 Zahlen, oder eben 109 (lineare)
Gleichungen fiir 125 Unbekannte.

Die Schulweisheit lehrt uns: Je mehr
Unbekannte, desto miithsamer ist es, das
dichte Geflecht ihrer Beziehungen, sprich
der Gleichungen zu entwirren. Aber
wenn es mehr Gleichungen sind als Un-
bekannte, dann ist das System im Allge-
meinen iiberbestimmt und damit ginz-
lich unldsbar. Demnach sieht es fiir N=5
ganz gut aus, denn es sind deutlich weni-
ger Gleichungen als Unbekannte. Dage-
gen hitten fiir N=4 nur 64 Unbekannte
76 Gleichungen zu erfiillen — zu viele,
selbst wenn man berticksichtigt, dass ei-
nige dieser 76 Gleichungen entbehrlich
sind, da sie schon durch andere ausge-
driickt werden.

Diese Uberlegungen sind irrefithrend,
denn sie ignorieren den hirtesten Teil des
Problems: Die Unbekannten miissen
nicht nur die Gleichungen erfiillen, son-
dern voneinander verschieden und simt-
lich ganze Zahlen zwischen 1 und N?
sein. Aber der allgemeine Schluss aus der
Schulweisheit bleibt giiltig: Je grofler der
Wiirfel, desto cher sind magische Eigen-
schaften erfiillbar. Allerdings wichst auch
die Zahl der zu erwigenden Maglichkei-
ten ins Unermessliche.

Perfekte magische Wiirfel der Ord-
nungen 4 und kleiner gibt es nicht. Fiir
die Ordnung 3 gibt es im Wesentlichen
vier einfach-magische Wiirfel (ohne Be-
dingungen an die kleinen Diagonalen),
fiir die Ordnung 4 bereits schitzungswei-
se mehrere Billionen. Fiir die Ordnung 7
gibt es sogar ein konstruktives Verfahren,
einen perfekt magischen Wiirfel zu fin-
den. Der englische Missionar Andrew H.
Frost hat es 1866 verdffentlicht.

Es handelt sich um eine Verallgemei-
nerung des Verfahrens, mit dem der be-
rihmte Leonhard Euler (1707-1783)
seine griechisch-lateinischen Quadrate
und daraus magische Quadrate konstru-
ierte (Spektrum der Wissenschaft 1/
1996, S. 14). Ein lateinisches Quadrat
enthilt nur die Zahlen von 1 bis /V; jede
von ihnen kommt N-fach vor, aber nur
einmal in jeder Zeile, Spalte und Diago-
nale. Ein griechisches Quadrat ist im We-
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Dieser Wiirfel aus 5x5x5 Zahlen-

klétzchen ist der erste perfekte ma-
gische Wiirfel der Ordnung 5: Die Summe
der Zahlen entlang jeder Zeile (eine Bei-
spielzeile ist violett eingefarbt), Spalte
(gelb), Saule (hellblau), kleinen Diagonale
(rot) und groRen Diagonale (griin) ist
gleich der magischen Konstante 315.

sentlichen dasselbe, nur mit den Zahlen
0, NV, 2N, ..., (N-1)V. Jedes dieser Qua-
drate ist bereits magisch, also ergibt sich
wieder ein magisches Quadrat, wenn
man sie Feld fiir Feld addiert. Und wenn
die beiden Komponenten sehr verschie-
den gebaut sind, kommt in der Summe
jede Zahl zwischen 0 und N?-1 genau
einmal vor. Andrew Frost addierte drei
hinreichend verschiedene Wiirfel der
Ordnung 7: einen lateinischen, einen
griechischen und einen mit den Vielfa-
chen von N?=49,

Leider gibt es fiir kleinere Ordnun-
gen als 7 keine drei hinreichend verschie-
denen lateinischen, griechischen,
Wiirfel. Deswegen war die Fachwelt all-
gemein davon iiberzeugt, dass so kleine
perfekte magische Wiirfel iiberhaupt
nicht existieren — bis Trump und Boyer
jiingst das Gegenteil bewiesen.

Der Computer sucht —
mit viel Nachhilfe
Das gelang ihnen nicht, indem sie ein
neues konstruktives Verfahren fanden,
sondern durch Probieren. Nicht die
stumpfsinnige Form natiirlich; denn die
Zahlen von 1 bis 125 irgendwie auf die
Plitze des 5x5x5-Wiirfels zu verteilen
und nachzusehen, ob Zeilen-, Spalten-,
Siulen- und Diagonalensummen den
richtigen Wert haben, ist aussichtslos.
Das Zauberwort heifSt »Backtra-
cking«: Man — genauer: der Computer —
fiille versuchsweise einen Platz nach dem
anderen mit einer Zahl aus dem Vorrat.
Sowie aus einer Fiinferreihe vier Plitze
besetzt sind, ist der Wert des fiinften er-
zwungen. Wenn diese Zahl nicht kleiner
als 1, nicht grofer als 125 und noch ver-
fligbar ist, setze man sie ein. Das fiillt
moglicherweise den vierten Platz einer
anderen Fiinferreihe, wodurch eine wei-
tere Belegung erzwungen wird, und so
weiter. Wenn eine erzwungene Zahl zu
grofi, zu klein oder schon vergeben ist,
fange man nicht wieder ganz von vorne

mit Probieren an. Vielmehr vollfithre >




Dieser von Trump entdeckte magi-

sche Wiirfel der Ordnung 4 kommt
der Perfektion so nahe wie kein anderer
zuvor. Die Summe lber jede Zeile, Spalte,
Saule und kleine Diagonale betragt 130;
nur die gro3en Diagonalen weichen von
dieser magischen Konstante ab, auf sym-
metrische Weise: 100, 120, 140 und 160.

man einen geordneten Riickzug (daher
der Name backtracking): Man widerrufe
nur den letzten Schritt mit all seinen un-
mittelbaren Konsequenzen und probiere
an dessen Stelle einen anderen. Erst wenn
auf dieser Stufe alle Méoglichkeiten er-
schépft sind, widerrufe man auch den
vorletzten Schritt und so weiter. Durch
diese »Wiedereinsetzung in den vorigen
Stand« muss man den Aufwand, den
man bis zu diesem Stadium getrieben
hat, nicht verloren geben.

Backtracking allein senkt allerdings
den Aufwand noch nicht auf eine ertrig-
liche Grofle. Man muss obendrein die
Wiirfelchen in der richtigen Reihenfolge
mit Probierzahlen besetzen. Das Prinzip
lautet: »Die schwierigsten Plitze zuerst.«
Dabei ist ein Platz umso schwieriger, je
mehr Linien sich in ihm treffen. In einem
Eckplatz treffen sich sieben Linien (drei
gerade, drei schrige und eine ganz schri-
ge, die Raumdiagonale). Eine Besetzung
dieses Platzes vermindert die Moglichkei-
ten fiir die weiteren Probierschritte — und
damit den Suchaufwand — weit wirksa-
mer als eine Festlegung an einer Stelle,
die nur von den tiblichen drei geraden Li-
nien getroffen wird.

Der in diesem Sinne schwierigste
Platz ist der genau in der Mitte, denn
dort treffen sich volle dreizehn Linien:
drei gerade, sechs schrige und vier ganz
schrige. Den muss man unter allen Um-
stinden zuerst besetzen, und das ist in
diesem Fall sogar ganz einfach. Mit ein
wenig Theorie kann man beweisen, dass
in einem perfekten magischen Fiinfer-
wiirfel auf den zentralen Platz die zentra-
le Zahl kommen muss, das heiflt die
Zahl in der Mitte der Folge von 1 bis
125: die 63.

Ein weiteres niitzliches Prinzip trigt
den Namen Assoziativitit (auch wenn es
mit dem Assoziativgesetz nichts zu tun
hat). Zu jedem Platz in einem Wiirfel
gibt es den eindeutig bestimmten Platz,
der genauso weit entfernt vom Mittel-
punke des Wiirfels liegt wie er selbst, aber
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genau gegeniiber. Ein magischer Wiirfel
ist besonders symmetrisch, wenn die
Zahlen auf diesen beiden Plitzen in je-
dem Fall komplementir sind, das heifSt
sich zu N3+1 erginzen. Ein magischer
Wiirfel mit dieser Eigenschaft heifSt asso-
ziativ. Viele Konstruktionsverfahren fiir
magische Quadrate und Wiirfel sind so
gebaut, dass das Ergebnis automatisch as-
soziativ ist.

Fir den Wiirfel der Ordnung 5 ist
N?+1=126, und der Platz im Zentrum
des Wiirfels liegt sich selbst gegeniiber; es
passt also zur Assoziativitdt, dass dieser
Platz die 63 tragen muss.

Der Weg, auf dem Trump und Boyer
schliefSlich zum Erfolg gelangten, ist er-
frischend antiautoritir: Er bestand darin,
alle diese guten Ratschlige aufzugreifen —
und dann einige von ihnen gezielt zu
missachten. Ja, sie setzten in die Mitte die
63; es geht ja nicht anders. Sie suchten
auch im Prinzip nach assoziativen Wiir-
feln; aber sie bestanden nicht darauf, dass
am Ende jedes Paar gegeniiberliegender
Plitze mit komplementiren Zahlen ge-
fillle wird. Und sie besetzten nicht als

Nichstes die Eckplitze oder auch nur die
ebenso schwierigen restlichen Plitze auf
den Raumdiagonalen.

Vielmehr umgaben sie den »harten
Kern« — die 63 in der Mitte — zunichst
mit einem »weichen Kerng, sprich mit ei-
nem Hilfswiirfel der Grofe 3 x3 x 3, der
zwar nicht magisch, aber assoziativ sein
musste. Insbesondere war innerhalb des
weichen Kerns die Summe entlang aller
dreizehn Linien durch den Mittelpunkt
gleich 189. Durch zahlreiche weitere not-
wendige Bedingungen konnte die Anzahl
der Hilfswiirfel auf einige Millionen be-
grenzt werden — nichts, was heute noch
einen PC ernsthaft schrecken konnte.

Um den weichen Kern legten sie
dann, wieder mit Probieren und Backtra-
cking, die »Schale« aus allen Wiirfelchen,
die von aufSen sichtbar sind. Das sind im-
merhin 98 Stiick im Vergleich zu den 26
des weichen Kerns. Zum Probieren lie-
Len sie insgesamt fiinf PCs teilweise rund
um die Uhr laufen.

Allmihlich tropfelten Losungen aus
den Computern, bei denen 28 der 30
kleinen Diagonalen die richtige Summe
hatten. Ungefihr eine von tausend so
gefundenen Loésungen sollte nicht nur
28, sondern 30 richtige Diagonalen ha-
ben und damit perfekt sein; diese Ab-
schitzung hatten Trump und Boyer aus
theoretischen Uberlegungen gewonnen.
Nach einigen Wochen und mehr als
1500 fast perfekten Wiirfeln drohte sie
allmihlich der Mut zu verlassen. Da er-
zihlte beiliufig Trumps zwanzigjihriger
Sohn Daniel, der sich sehr fiir Computer,
aber nicht fiir magische Wiirfel interes-
siert, sein PC habe eine perfekte Losung
gefunden! <

Christoph Péppe ist Redakteur
bei Spektrum der Wissenschaft.
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Weblinks zu diesem Thema finden Sie bei
www.spektrum.de unter »Inhaltsverzeichnis«.
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