MATHEMATISCHE UNTERHALTUNGEN

Arithmetische Primzahlfolgen
beliebiger Lange

In dem Unregelmaligsten, das die Zahlentheorie kennt, der Vertei-

lung der Primzahlen, steckt ein Hauch von RegelmaRigkeit.

Von Christoph Pdoppe

igentlich sind Primzahlen etwas sehr

Regelmifliges. Es sind nimlich ge-
nau die Zahlen, die nicht zusammenge-
setzt, das heifSt Produkt von zwei oder
mehr Faktoren sind. Die zusammenge-
setzten Zahlen aber sind so regelmifiig,
wie man es sich nur wiinschen kann: Alle
Vielfachen von 13, sprich alle zusammen-
gesetzten Zahlen, die 13 als einen ihrer
Faktoren haben, stehen in gleichen Ab-
stinden auf der Zahlengeraden: 26, 39,
52, 65, 78, ... Der stets gleiche Abstand
betrigt 13 — was sonst? Nimmt man ei-
nen Kamm, dessen Zinken den Abstand
13 voneinander haben, und setzt ihn auf
die richtige Stelle der Zahlengeraden, so
treffen die Zinken lauter Vielfache von
13 und damit bestimmt keine Primzahl —
allenfalls die Dreizehn selbst, wenn man
den Kamm mit der linkesten Zinke ein
Stiick zu weit nach links setzt. Und das-
selbe gilt natiirlich auch mit jedem ande-
ren Zinkenabstand als 13.

Der vornehme Ausdruck fiir einen
Kamm mit konstantem Zinkenabstand
ist »arithmetische Folge«. Ein beliebtes
Schulbuchbeispiel ist die Fillung eines
Sparstrumpfs, in den die Grofimutter je-
den Monat denselben Betrag hineintut.
(Auf einem Sparkonto kimen Zinsen
dazu, aber die kriegen wir erst in der
nichsten Stunde.) Theoretisch konnte
das unendlich lange so weitergehen; es
wire auch nichts dagegen einzuwenden,
wenn unser Dreizehnerkamm nach
rechts unendlich lang wire.

Wir basteln uns nun zu jeder Prim-
zahl p einen unendlich langen Kamm mit
dem Zinkenabstand p und gehen damit
genau einmal {iber die Zahlengerade, so-
dass wir genau die Vielfachen von p weg-
nehmen, nicht aber p selbst. Die Aus-
kimmprozedur hat einen ehrwiirdigen
Namen: »Sieb des Eratosthenes«, denn
der antike griechische Mathematiker Era-
tosthenes (276—194 v. Chr.), nach dem
sie benannt ist, dachte mehr an verschie-
dene Siebe, durch deren Maschen die zu-

114

BEIDE ABBILDUNGEN: CHRISTOPH POPPE

sammengesetzten Zahlen fallen, als an
Kimme. Aber darauf kommt es nicht an.

Wenn die Nichtprimzahlen so regel-
miflig sind, dann miisste doch das, was
tibrig bleibt, wenn man sie alle wegge-
kimme hat, auch sehr regelmifiig sein,
oder? Nicht wirklich.

Nachdem alle Kimme iiber die Zah-
lengerade hinweggegangen sind, sicht die
sehr unregelmifig gerupft aus, als hitte
der Zufall bestimmt, welche Zahlen die
Prozedur iiberstehen. Primzahlen sind so
etwas wie die Singles, die keinen Partner
(Teiler) abgekriegt haben. Dafiir gibt es
immer viele verschiedene Griinde, die in
ihrer Vielfalt vom Zufall kaum zu unter-
scheiden sind.

Dieser Widerspruch zwischen streng
regelmifligem Bildungsgesetz und der
scheinbaren Regellosigkeit der Primzah-
len hat viele Mathematiker nicht ruhen
lassen und quilt zahlreiche Amateure
noch heute. Irgendeinen Trick miisste es
doch geben, eine Formel, die zum Bei-

spiel alle Primzahlen der Reihe nach aus-
spuckt, wenn man eine natiitliche Zahl
nach der anderen hineinsteckt. Oder die
wenigstens fiir jede natiirliche Zahl, die
man hineinsteckt, eine Primzahl liefert.

Oder es miisste Kimme geben, deren
Zinken simtlich auf Primzahlen zeigen.
Beliebig lange Kimme, wohlgemerkt,
denn dreizinkige wie {7, 13, 19} oder
vierzinkige wie {11, 17, 23, 29} zu fin-
den ist nicht schwer. Diese Vermutung
hatte — in allgemeinerer Form — der le-
gendire Paul Erdés (1913-1996) ge-
meinsam mit seinem ungarischen Lands-
mann und langjihrigen Mitarbeiter Paul
Turdn (1910-1976) bereits 1936 aufge-
stellt. Seitdem haben sich viele Zahlen-
theoretiker an der Frage die Zihne aus-
gebissen.

Umso grofSer ist die Begeisterung der
Fachwelt iiber die Lésung des Problems:
Es gibt beliebig lange arithmetische Folgen,
die nur Primzablen enthalten. Das haben
vor Kurzem Ben Green von der Univer-
sitit von British Columbia in Vancouver
(Kanada) und Terence Tao von der Uni-
versitit von Kalifornien in Los Angeles
bewiesen.

Ein genauerer Blick zeigt: Es ist nur
ein Hauch von Regelmifigkeit im Oze-
an des Regellosen. Wihrend es fiir zu-
sammengesetzte Zahlen unzihlige Kim-
me gibt, ist ein einigermaflen langer
Primzahlkamm nur mit duflerster Miihe
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ausfindig zu machen. Der Beweis von
Green und Tao erklirt einem auch nicht,
wie man einen solchen Kamm findet; er
sagt allenfalls, an welchen Stellen es
nicht zu suchen lohnt.

Der Anschein der Regellosigkeit

Es ist sehr uniibersichtlich unter den
groflen natiirlichen Zahlen. Fiihlen Sie
sich weit nach drauflen auf der Zahlen-
gerade versetzt, irgendwo in die Zwan-
zigstelligen, wo Sie keine einzige Zahl
mehr personlich kennen — selbst Thre
16-stellige Kreditkartennummer haben
Sie schon weit hinter sich gelassen. Wel-
che unter den Zahlen in Threr Umge-
bung sind Primzahlen? Man kénnte es
herausfinden, mit dem Sieb des Era-
tosthenes oder auch mit Primzahltests,
die auf solche Fragen weit schneller eine
Antwort geben. Aber ein Muster ist
nicht erkennbar.

Weit drauflen werden die Primzahlen
auch immer seltener. In der Nihe der
grofSen Zahl N ist die Chance auf einen
Treffer ungefihr 1/ log V, wobei log den
natiirlichen Logarithmus bezeichnet.

Stellen Sie sich vor, ein Kobold
macht bei jeder Zahl ein Zufallsexpe-
riment (einen »Miinzwurf«), das mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von 1/log N die
Antwort »ja« liefert, und malt alle Zah-
len, bei denen »ja« herauskommt, weif§
an. (Die anderen sind irgendwie farbig.)
Alle Miinzwiirfe sind unabhingig von-
einander. Dann sieht es hinterher so aus,
wie wenn jemand genau die Primzahlen
weif$ angemalt hitte.

Das ist das Vertrackte an den Prim-
zahlen: Wenn man sie sich einfach so an-

Die natirlichen Zahlen von 1 bis 900

in Zeilen der Lange 30 aufgetragen:
Die Eins ist schwarz, alle Primzahlen sind
weil, die Vielfachen von 2 sind gelb, die
von 3 pink, die von 5 griin gefarbt und so
weiter; die Farben mischen sich. Primzah-
len kdénnen, von der ersten Zeile abgese-
hen, nur in gewissen Spalten der Tabelle
liegen. Mehrere weiRe Felder unterei-
nander entsprechen einer arithmetischen
Primzahlfolge mit der Schrittweite (dem
»nZinkenabstand«) 30. Die Vielfachen von
7 (Sternchen) verhindern, dass mehr als
sechs weile Felder aneinander grenzen.
Durch schwarze Rahmchen hervorge-
hoben sind die Vielfachen von 29 (blau)
und 31 (rot).
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schaut, ohne von dem Wissen, dass es
Primzahlen sind, Gebrauch zu machen,
dann gibt es kein statistisches Mittel,
ihre Verteilung von einer schlicht ausge-
wiirfelten zu unterscheiden. Aber sie ist
eben nicht ausgewiirfelt. Man kann sich
auf nichts verlassen, nicht einmal auf die
Regellosigkeit. Und das macht parado-
xerweise die Sache erst richtig schwierig.

Wenn nimlich die Primzahlen wirk-
lich unabhingig voneinander ausgewiir-
felt wiren, dann wiren Kimme aus sta-
tistischen Griinden praktisch unvermeid-
lich. Die Chance von 1/log /N, an der
Stelle NV eine Primzahl anzutreffen, ist
fiir V=10 knapp 1/46. Ungefihr zwei
von hundert Zahlen in dieser Gegend
sind Primzahlen — etwas mager vergli-
chen mit den 23 Primzahlen unter den
ersten hundert, aber nicht verschwin-
dend wenig. Die Wahrscheinlichkeit,
rein durch Zufall einen Kamm mit, sa-
gen wir, zehn Zinken zu finden, ist die
zehnte Potenz dieser Zwei-Prozent-
Chance oder ungefihr 2107, was hoff-
nungslos wenig erscheint. Aber wir ha-
ben 10% Plitze zur Verfiigung, um in
dieser Gegend unseren Kamm anzuset-
zen, und den Zinkenabstand kénnen wir
auch noch variieren. Da miissten doch
rein per Zufall reichlich arithmetische
Folgen zu Stande kommen.

Dieses Argument ist zwar falsch (sie-
he unten), aber die Idee ist gleichwohl

Die natiirlichen Zahlen von 1 bis

2102=44100 von oben nach unten in
Zeilen der Lange 210 aufgetragen: Prim-
zahlen sind weil3; die Farbe der anderen
Felder entspricht der Anzahl an Primtei-
lern der entsprechenden Zahl. Hervorge-
hoben sind die Vielfachen von 11 (rot) und
13 (blau), welche die weil3en Strecken in
ihrer Lange begrenzen. In der rechten
oberen Ecke erkennt man die zehnteilige
arithmetische Primzahlfolge {199, 409,
619, ..., 2089}, die fiir die Schrittweite 210
bereits die maximal mogliche Léange hat.

fruchtbar. Man kann sie handfester ma-
chen, indem man sich die Zahlenreihe
von einem physikalischen Standpunkt
aus anschaut. Tun wir so, als wire die
Zahlengerade die Zeitachse, und die
Zahlen rauschten im Megahertztempo
an uns vorbei, eine Million pro Sekunde,
ein Tempo, bei dem ein moderner PC
noch ganz gut mithalten kann. Nach ei-
ner guten Viertelstunde ist die erste Mil-
liarde vergangen, sodass es uns nicht all-
zu langweilig wird, bis wir zu den gro-
fen Zahlen kommen. Jedes Mal, wenn
eine Primzahl kommyt, gibt es einen kur-
zen elektrischen Stromstof3, der sich als
Knacken in unserem Lautsprecher be-
merkbar macht. Unser gedachter Prim-
zahlzihler klingt dann wie ein Geiger- [>
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D> zihler: Die Primzahlen kommen genau-

so regellos wie radioaktive Atomzerfille.
Einigermaflen vorhersagbar ist allenfalls
die durchschnittliche Zerfallsrate oder
eben Primzahldichte.

In dieser regellosen Folge von Knack-
signalen suchen wir nach periodisch wie-
derkehrenden Ereignissen mit zunichst
unbekannter Periode — nichts anderes
sind arithmetische Folgen von Primzah-
len. Und fiir die Suche nach Periodi-
schem gibt es ein probates Mittel: die
Fourier-Analyse.

Primzahlen mit Energie

Mit ihr zerlegt man zum Beispiel ein
akustisches Signal, das eine gewisse
Grundperiode hat, in Grund- und Ober-
schwingungen. Unsere natiirlichen Zah-
len haben keine Grundperiode? Das ist
nicht schlimm. Oberhalb einer gewissen
sehr groflen Zahl N geben wir die Suche
auf und zihlen wieder von vorn, immer
wieder, dann ist das Signal periodisch.
Dadurch verpassen wir die Kimme, die
tiber die Zahl N hinausragen, und fin-
den vielleicht ein paar falsche, die den
Ubergang von N nach 1 iiberspannen.
Aber das sind 18sbare Nebenprobleme.
Dass unsere gedachte Zeit nicht konti-
nuierlich ist, sondern aus lauter diskre-
ten Zahlen besteht, macht auch nichts.
Darauf lisst sich der Formalismus der
Fourier-Analyse ohne Weiteres anpassen.

Das Schone an der Fourier-Analyse
ist: Sie findet immer irgendetwas. Es
kommt nicht darauf an, ob der Daten-
reihe wirklich ein physikalischer Schwin-
gungsprozess zu Grunde liegt. Ob wir
den Schall aus einer Orgelpfeife oder die
Folge der Primzahlen analysieren, am
Ende der Rechnung kommt immer he-
raus, aus welchen periodischen Ereignis-
sen man sich das Eingangssignal zusam-
mengesetzt denken kénnte. Mehr noch:
Die Analyse schreibt jeder der Schwin-
gungen, die sie ausrechnet, eine Energie
zu, und die Summe dieser Energien ist
gleich der Energie des Eingangssignals.
(Mathematiker bevorzugen die Bezeich-
nung »L?-Normc statt Energie.)

Da die Primzahlen nicht von Natur
aus irgendwelche physikalischen Eigen-
schaften haben, sind wir frei, sie ihnen
geeignet zuzuschreiben. Green und Tao
geben jeder Primzahl p die Energie log p.
Auf diese Weise herrscht {iberall auf der
Zahlengerade die gleiche Energiedichte.
Weit drauflen sind die Primzahlen zwar
seltener, aber dafiir entsprechend fetter.
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Die gesamte Energie des Intervalls
von 1 bis /V muss sich jetzt in den Fou-
rier-Schwingungen wiederfinden. Die
energiereichste Schwingung muss mehr
als die — berechenbare — Durchschnitts-
energie aller Schwingungen haben. Also
hat sie eine gewisse Mindestenergie, und
das heifdt auch: eine gewisse Mindestan-
zahl an beteiligten Primzahlen. Und das
ist schon fast eine arithmetische Folge
von Primzahlen — auch wenn es keinen
Hinweis darauf gibt, wo wir sie zu su-
chen haben.

Leider reicht dieses Argument allein
noch nicht aus. Die im Prinzip denkba-
ren Schwingungen sind so viele, dass die
Durchschnittsenergie pro Schwingung
zu niedrig ist, um weiter gehende Schliis-
se zu erlauben. Wire das Eingangssignal
wirklich vollkommen regellos, dann
wiisste man, dass es »ergodische« ist, das
heifdt, seine Energie auf alle méglichen
Schwingungen ziemlich gleichmifig ver-
teilt. Aber ausgerechnet der Mangel an
Regellosigkeit ist, wie oben angedeutet,
dazu angetan, arithmetische Folgen von
Primzahlen zu verderben. Warum?

Nehmen wir einen zweizinkigen
Kamm — das ist eine aufgeblasene Aus-
drucksweise fiir zwei Primzahlen in be-
liebigem Abstand — und versuchen, eine
dritte Zinke im gleichen Abstand zu fin-
den. Wenn der Zinkenabstand nicht
durch 3 teilbar ist, dann haben wir nicht
eine geringe, sondern gar keine Chance.

Den Grund dafiir sicht man am bes-
ten mit dem beliebten Moduloskop.
Wenn man dieses fiktive Gerit (Spek-
trum der Wissenschaft 12/1990, S. 12)
auf eine natiirliche Zahl richtet, zeigt es
einem statt der Zahl selbst den Rest, der
bei der Division durch — zum Beispiel —
3 iibrig bleibt. Die Zahl, durch die divi-
diert wird, ist mit einem kleinen Stell-
ridchen einstellbar. Schauen wir unsere
Primzahlen mit dem auf 3 eingestellten
Moduloskop an. Wenn wir bei der ers-
ten Primzahl p, eine Eins sehen und bei
der zweiten , eine Zwei, dann sehen wir
bei der Zahl %, die den Zinkenabstand
angibt, eine Eins. Denn eine Gleichung
wie p, +k=p, bleibt bei Betrachtung un-
ter dem Moduloskop eine Gleichung,
und die muss in diesem Fall 1+1=2 sein.

Die dritte Zinke wire in unserem
Beispiel p,+ 4. Das ist unter dem Modu-
loskop gleich 2+1=3 oder, was dasselbe
ist, gleich 0, das heif3t, p,+# ist durch 3
teilbar und daher mit Sicherheit keine
Primzahl. Von den drei Zinken eines sol-

chen Kamms konnte allenfalls die erste
gleich 3 sein, denn die einzige durch 3
teilbare Primzahl ist die Drei selbst. Das
ergibt die Kimme {3, 5, 7}, {3, 7, 11},
{3, 11, 19} und so weiter.

Allgemein gil: Wenn wir einen
Kamm mit 7 Zinken suchen, dann muss
der Zinkenabstand % durch alle Primzah-
len teilbar sein, die kleiner sind als 2.
Denn wenn das nicht der Fall ist, wenn
also # nicht durch eine Primzahl g teil-
bar ist, dann zeigt das Moduloskop mit
Einstellung 4 von Zinke zu Zinke jeweils
eine andere Zahl, und spitestens nach ¢
Zinken kommt die Null, sodass die ent-
sprechende Zahl durch g teilbar ist.

Wenn man also einen zehnzinkigen
Kamm sucht, muss der Zinkenabstand
ein Vielfaches von 2:3.5.7=210 sein,
und fiir zwanzig Zinken muss man sich
auf einen Abstand von 2.3.5.7-11.13.
17-19=9699690 oder ein Vielfaches
davon einstellen. Bei diesen groflen Ab-
stinden ist Kopfrechnen aussichtslos.

Einen gewissen Eindruck gewinnt
man, wenn man die Zahlen in Zeilen der
Linge — zum Beispiel — 30 oder 210 un-
tereinander anordnet (Grafiken S. 114/
115). Nur in gewissen Spalten der Tabel-
le kommen Primzahlen iiberhaupt vor.
Auflerdem kann man sich bei der Suche
nach arithmetischen Primzahlfolgen auf
jeweils eine solche Spalte beschrinken.

Ein bisschen regelhaft,

ein bisschen regellos

So kamen Green und Tao, unter Ver-
wendung zahlreicher Resultate anderer
Forscher, schlieSlich zum Ziel: Primzah-
len sind irgendwie einerseits ein bisschen
regelhaft und andererseits ein bisschen
regellos. Aber es gelingt, zwischen ihrer
regelhaften und ihrer regellosen Seite
eine gewisse Trennung zu ziehen, und
zwar mit Hilfe einer geeignet erweiterten
Fourier-Analyse. Die Regelhaftigkeit
spielt sich nimlich im Wesentlichen bei
den kleinen Primteilern ab, das heifSt fiir
die Fourier-Analyse: bei den hohen Fre-
quenzen. Bei den tiefen Frequenzen —
entsprechend groflen Abstinden — dage-
gen geht es wild zu, und entsprechend
steigt die Chance auf einen Zufallstref-
fer. Also konstruierten Green und Tao
das, was ein Akustikingenieur einen Tief-
pass- und einen Hochpassfilter nennen
wiirde. Deren Trennschirfe lisst zwar zu
wiinschen {ibrig, ist aber ausreichend,
um zu zeigen, dass geniigend Energie bei
den tiefen Frequenzen angesiedelt ist.
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Um genau zu sein: Es gelingt nicht,
die verfiigbare Energie quantitativ hin-
reichend genau abzuschitzen. Man kann
nur zeigen, dass sie beliebig anwichst,
wenn man den zu Grunde liegenden
Zahlenbereich von 1 bis /V beliebig grof§
wihlt. Das Anwachsen ist zwar quilend
langsam, proportional zu log NV oder
noch schleichender, aber das ist kein
Grund zur Besorgnis: Es gibt ja unend-
lich viele natiirliche Zahlen.

Daraus folgt: Zu jeder vorgegebenen
Linge m gibt es irgendwo ganz weit
drauflen eine arithmetische Primzahlfol-
ge der Linge m. Mehr als eine? Vielleicht
sogar unendlich viele? Das ist plausibel,
aber nicht bewiesen. Eine solche Folge
zu finden ist, wie gesagt, ein ganz ande-
res Problem. Green und Tao geben im-
merhin zwei — von anderen gefundene —
Kimme der Linge 21 an: Man fange
bei 11 410337 850 553 an und gehe in
Schritten von 4 609 098 694 200 oder
ab 376859931192959 in Schritten
von 18 549 279 769 020.

Der gegenwirtige Rekord ist eine
arithmetische Primzahlfolge der Linge
23 mit Startzahl 56211 383 760 397
und Schrittweite 44 546 738 095 860.
Wie es sich gehort, haben alle drei
Schrittweiten als Teiler ein vollstindiges
Sortiment kleiner Primzahlen:

4609098 694200=23.3.52.7-11-13.
17-19.23.1033,

18549279769 020=2%3-5-7>11-13.
17-19-23-5939,

44546738095 860=2%3.5.72.11-13-
17-19-23.99839.

Markus Frind, Paul Jobling und Paul
Underwood fanden die Rekordfolge, in-
dem sie ein geschicktes Suchprogramm
auf mehreren Computern zugleich ab-
laufen liefSen. Bei den Rechnern handel-
te es sich grofitenteils um Server der
(kostenfreien) Partnersuch-Website www.
plentyoffish.com. Das macht Sinn. Es
geht darum, durch kombinatorische Be-
mithungen Singles mit zueinander pas-
senden Eigenschaften zusammenzubrin-
gen. Das Problem ist dem Computer ei-
ner Datingagentur geliufig. <

Christoph Poppe ist pro-
movierter  Mathematiker
und Redakteur bei Spek-
trum der Wissenschaft.

AUTOR

Weblinks zu diesem Thema
finden Sie bei www.spek-
trum.de unter »Inhaltsverzeichnis«.
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Uberholfreude

Von Paul von der Heyde

Fiir Alf, Bea, Carl und Dora besteht der
SpaR beim Joggen im Uberholen. Eine
einfache Regel sorgt fir eine gerechte
Verteilung des Vergnligens: Bei einem
Lauf Uberholt jeder der vier genau ein-
mal einen, einmal zwei und einmal alle
drei Vorauslaufenden. Im Ubrigen lau-
fen sie in einer Reihe, und es schert
stets nur einer zum Uberholen aus.
Heute starten sie in der Reihenfolge
A B C D: Dora voraus, gefolgt von Carl,

Bea und Alf, und stellen im Ziel fest,
dass jeder eine ungerade Anzahl von
Malen Uberholt wurde. In welcher Rei-
henfolge kamen sie ins Ziel?

Schicken Sie Ihre Losung in einem
frankierten Brief oder auf einer Post-
karte an Spektrum der Wissenschaft,
Leserservice, Postfach 104840, D-
69038 Heidelberg.

Unter den Einsendern der richtigen
Losung verlosen wir drei batterielose
Taschenlampen »Everlight XXL«. Der
Rechtsweg ist ausgeschlossen. Es wer
den alle Lésungen bertcksichtigt, die
bis Dienstag, 12. April 2005, eingehen.

Losung zu »Jans zerstrittene Herde« (Februar 2005)

Die Weideflachen der vier Kiihe gehen
durch Drehung um 90 Grad ausei-
nander hervor. Gerhard Guthohrlein
aus Marburg fand zwei Grundformen
(unten und rechts) mit Varianten: Die
Felder mit Fragezeichen sind durch
jeweils einen der Bausteine darunter
zu ersetzen und die weilden Felder
symmetrisch zu flllen. Das ergibt
2-9+3-16=66 Losungen.

Der Gewinner des »Globus 4 Kids« ist
Kent Kwee, Marburg.

n mmime B
E=n B BT
-

Eine Online-Losungshilfe finden Sie un-
ter www.stephan-eisenbart.gmxhome.
de/jans_herde/index0.html.
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Lust auf noch mehr Ratsel? Unser Wissenschaftsportal wissenschaft-online
(www.wissenschaft-online.de) bietet lhnen unter dem Fachgebiet »Mathe-
matik« jeden Monat eine neue mathematische Knobelei.
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