MATHEMATISCHE UNTERHALTUNGEN

Das Frauenversteher-Spiel

Wer die geheimsten Gedanken einer Frau erraten kann, gewinnt ihre

Gunst? Aussichtslos. Schnode Taktik mit etwas Wahrscheinlichkeits-

rechnung fuhrt zum Ziel.

Von Christoph Pdoppe

tinfzig Minner wetteifern um die

Gunst einer schonen Frau. Ein gro-
Bes Turnier wird ausgefochten, bei dem
nacheinander alle Kandidaten bis auf
drei aus dem Rennen geworfen werden.
Erst an dieser Stelle des Spiels geht es um
die Frage, wie gut eigentlich jeder der
drei Minner zu der begehrten Frau passt.
Nicht dass sie einen von ihnen auswih-
len diirfte; aber immerhin soll der Sieger
der Endausscheidung derjenige sein, der
die Gedanken der Dame am besten er-
fithlen kann.

Die Rede ist nicht von einem Mir-
chen oder einem mittelalterlichen Rit-
terspiel. Es geht auch nicht um ein Ké-
nigreich. Der Gewinner darf sich nur
gliicklich schitzen, einen Abend mit der
Schénen zu verbringen. Das ist das »Sin-
gled Out Games, das der Musik-Fern-
sehsender MTV von 1995 bis 1997 in
seinem amerikanischen Programm spiel-
te. Die Moderatorin Jenny McCarthy
und ihre Nachfolgerin Carmen Electra
gaben der Dating-Show ein Gesicht, be-
vor sie als Serienheldinnen in »Bay-
watch« zu weit groflerer Beriihmtheit
kamen. Um die politische Korrektheit
zu wahren, gab es dasselbe Spiel auch
mit umgekehrter  Rollenverteilung:
Fiinfzig Frauen durften sich um einen
attraktiven Mann reiflen. Eine deutsche
Kopie der Sendung lief 1996/97 bei
Sat. 1 unter dem Namen »Sommer sucht
Sprosse« (Bild rechts).

Die Vorrunden dienen vornehmlich
zur Belustigung des Fernsehpublikums;
da man sich ohnehin licherlich macht,
sind besondere taktische Fihigkeiten
nicht gefragt. Aber die Schlussrunde!
Der Moderator stellt der Frau eine Ja-
Nein-Frage. Die Frau notiert ihre Ant-
wort an verborgener Stelle und schweigt.
Die drei Finalisten — nennen wir sie Ar-
thur, Benjamin und Carsten — duflern
nacheinander ihre Vermutung dariiber,
ob die Frau mit »Ja« oder »Nein« geant-
wortet hat; sie konnen also nur richtig
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oder falsch raten. Dann wird die Ant-
wort aufgedeckt und das Frage-Antwort-
Spiel wiederholt. Sieger der Show ist,
wer als Erster fiinf richtige Antworten
gegeben hat. Wenn mehr als ein Kandi-
dat auf einmal dieses Ziel erreicht, wird
ausgelost.

Teilnehmer an dem Spiel sollten eine
elementare Weisheit beherzigen: Frauen
verstehen ist aussichtslos — jedenfalls
in dieser Situation. Der Mathematiker
Kennan Shelton vom Rhodes College in
Memphis (Tennessee) vermutet, dass die
Frau ihre Antwort durch einen schlich-
ten Miinzwurf oder etwas dhnlich Zufil-
liges bestimmte. Jedenfalls hatten weder
er noch die Herren auf der Biihne ir-
gendeine Vorstellung von ihren gehei-
men Gedanken. Was kann Mann tun,
um unter diesen Umstinden noch gut
abzuschneiden?

Keinen Sinn suchen!

Darauf hat Shelton einige interessante
Antworten zu bieten. Die erste: Arthur
kann eigentlich nichts anderes tun, als
seinerseits eine Miinze zu werfen. Aber
Benjamin hat ihm gegeniiber einen klei-
nen Vorteil: Er weif}, was Arthur gesagt
hat. Davon weify er zwar nicht besser,
was die Frau denkt — erstens ist das so-
wieso aussichtslos, und zweitens ist Ar-
thur auch nur ein Mann —, aber er kann
diese Kenntnis zu taktischem Verhalten
nutzen. Das gilt in noch héherem Mafle
fiir Carsten. Im Endeffekt sicht es
schlecht aus fiir Arthur, vor allem wenn
Benjamin und Carsten kooperieren.

Betrachten wir zur Einstimmung die
vereinfachte Situation mit nur zwei Hel-
den — Carsten ist fiir diese Uberlegung
aus dem Spiel. Arthur rit irgendwie.
Benjamin hat nun mehrere Méglichkei-
ten: Er sagt dasselbe wie Arthur, er sagt
das Gegenteil, oder er macht seine Ant-
wort ebenfalls vom Zufall abhingig.

Alle drei Strategien scheinen nicht
besonders attraktiv. Wenn Benjamin Ar-
thur kopiert, erreichen sie irgendwann
im Gleichschritt die fiinf Richtigen und

damit den Losentscheid. Wenn er regel-
miflig Arthur widerspricht, hingt sein
Vorankommen nur vom Zufall ab, eben-
so wenn er selbst unabhingig von Arthur
eine Miinze wirft. In allen drei Fillen
betrigt seine Gewinnchance genau 50
Prozent.

Benjamin kann sich jedoch durch ei-
nen einfachen Trick einen betrichtlichen
Vorteil verschaffen. Solange er in seiner
Punktzahl hinter Arthur liegt oder allen-
falls gleichauf, widerspricht er ihm. So-
wie er aber in irgendeinem Stadium des
Spiels mehr Punkte hat als Arthur, wie-
derholt er ab da brav dessen Antworten.
Damit rettet Benjamin einen einmal zu-
fillig erreichten Vorsprung iiber den Rest
des Spiels hinweg bis zum unvermeidli-
chen Ende.

Bezeichnen wir mit x die Differenz
»Arthurs Punktzahl minus Benjamins
Punktzahl«. Am Anfang ist x=0, und
wenn beide Spieler naive Strategien ver-
folgen, dann wird in jedem Spielzug x
um eins grofer (Arthur richtig, Benja-
min falsch), um eins kleiner (Arthur
falsch, Benjamin richtig) oder bleibt un-
verdndert (beide antworten gleich richtig
oder gleich falsch). x steigt oder fillt je-
weils mit Wahrscheinlichkeit 1/4.

Damit ist die Bewegung von x das,
was die Statistiker einen random walk
(»Irrfahrt«) nennen. Wie beim Torkeln
eines Betrunkenen wird zwar die Vertei-
lung der Zufallsvariablen mit der Zeit
immer breiter, das heiflt, der Wert von x
wird immer unsicherer, aber sie bleibt
»gerecht«, nimlich symmetrisch um die
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Das ungleiche Ratespiel von Arthur

und Benjamin als random walk in
einem Gitter: Nach der vierten Frage hat
Benjamin zuféllig einen Vorsprung, den
er bis zum Schluss halt, indem er Arthurs
Antworten wiederholt.

SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT  JUNI 2005

CHRISTOPH POPPE



Null verteilt. Ein Vorsprung fiir den ei-
nen ist genauso wahrscheinlich wie einer
fiir den anderen.

Durch Benjamins hinterhiltigen
Trick bleibt allerdings x auf —1 fixiert,
wenn es irgendwann im Laufe der Zeit
diesen Wert erreicht. Das ist in der Spra-
che der Statistiker ein »mandom walk mit
absorbierender Grenze«. Ein Teilchen
wandert zufillig die x-Achse entlang,
bleibt aber kleben, sowie es an die Wand
gerit, die bei —1 aufgestellt ist.

Fiir diese Fille hat die Statistik eine
traurige Nachricht. Auf die Dauer bleibt
mit Wahrscheinlichkeit 1 jedes Teilchen
kleben. Das ist der Fluch des Gliicks-
spielers, der auch dann zuschligt, wenn
das Gliicksspiel an sich fair ist, also in je-
der Runde mit gleicher Wahrscheinlich-
keit einen Euro Gewinn wie einen Euro
Verlust beschert: x ist in diesem Fall der
Geldvorrat des Spielers, und der nimmt
irgendwann rein per Zufall den Wert
null an, wenn der Spieler nicht rechtzei-
tig authéren kann.

Fiir unser Frauenversteher-Spiel be-
deutet das: Benjamin hat einen Vorteil,
der Arthur keine Chance liefle, wenn das
Spiel beliebig lange dauern wiirde. Es
dauert aber nur so lange, bis der erste
Kandidat fiinf Punkte erreicht. Deswe-
gen ist Benjamins Vorteil auch nicht er-
driickend, aber immer noch erheblich.

Um ihn wirklich auszurechnen, trigt
man alle moglichen Spielstinde in ein
Koordinatensystem ein. Arthurs Punke-
zahl wird nach rechts abgetragen, Benja-
mins nach oben (Bild links). Wenn Ar-
thur richtig rit und Benjamin nichg, ist
es ein Schritt nach rechts, im umgekehr-
ten Fall einer nach oben, wenn beide
richtig raten, geht es nach schrig oben,
und wenn sie beide falsch liegen, passiert
gar nichts: Es ist so, als ob diese Frage
nie gestellt worden wire. Diesmal ver-
lduft also der random walk iiber die Git-
terpunkee nicht einer Linie (der x-Achse),
sondern einer Ebene. Wenn der Weg des
Punkts, der den Spielverlauf beschreibrt,
nach oben iiber die Winkelhalbierende
hinausgeht, kann Benjamin ihn durch
fleif8iges Nachplappern in »seiner« Half-
te halten, bis er die Gewinnlinie in sei-
nem Sinne durchstofit.

Um nun die Gewinnwahrscheinlich-
keit fiir Benjamin zu berechnen, be-
stimmt man zunichst, wie viele denkba-
re Wege durch jeden der Gitterpunkte
verlaufen. Das geht im Prinzip ganz ein-
fach, in der Praxis allerdings etwas miih-
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sam: Ein Gitterpunkt ist von seinem lin-
ken, seinem unteren und seinem linken
unteren Nachbarn in jeweils einem
Schritt erreichbar. Also ist die Anzahl der
Wege, die bis zu diesem Gitterpunkt
fithren, gleich der Summe der Anzahlen
der Wege, die zu seinen unmittelbaren
Vorgingern fithren; und die hat man ei-
nen Rechenschritt vorher schon be-
stimmt. So arbeitet man sich, von links
unten beginnend (alle Wege fangen bei
(0, 0) an), durch das Gitter hindurch.
Am Ende einer langen Rechenarbeit
steht eine iiberraschend einfache Formel.
Arthurs Gewinnchance ist genau 1/2,
wenn eine einzige richtige Antwort zum
Gewinnen ausreicht. Mit jedem zusdtz-
lich geforderten Punkt sinkt seine Chan-
ce um den Faktor (1-1/(2k)), wobei £
die Nummer des Punkts ist. Ist also das
Spiel nach zwei richtigen Antworten zu
Ende, so bleibt Arthur noch eine Chan-
ce von (1/2)-(1-1/(2:2))=3/8, mit
drei Antworten sinkt sie auf 5/16, und
mit fiinf zu erreichenden Punkten bleibt
ihm noch ein knappes Viertel: 63/256.

Ein flotter Dreikampf

mit wechselnden Biindnissen

Wias geschieht, wenn nun der dritte Kan-
didat wieder hinzutrite? Carsten verfiigt
von allen drei Minnern iiber die meiste
Information, also sollte er auch die giins-
tigste Position haben. Das stimmt auch,
allerdings ist sein Vorteil iiberraschend

nSommer sucht Sprosse« vom 13.

September 1997 bei Sat.1: Drei
Kandidaten wetteifern im Frage-und-
Antwort-Spiel um Petra, die ehemalige
Vize-»Miss Osterreich«.

gering und auch nur dann realisierbar,
wenn er nicht seinen unmittelbaren Vor-
teil sucht.

Allgemein gilt: Der mit der Minder-
heitsmeinung (wenn es einen gibt) ist
stets im Vorteil. Denn wenn er gewinnt,
hat er von seinem einen Punkt mehr als
die beiden anderen, die dann immer
noch gegeneinander konkurrieren miis-
sen. Wenn also Arthur und Benjamin
sich einig sind, wird Carsten die Gegen-
position bezichen. Wenn sie einander
widersprechen, bleibt Carsten nichts an-
deres iibrig, als einem der beiden beizu-
pflichten und diesen dadurch mit in die
ungiinstige Mehrheitsposition zu reiflen.

Wenn Benjamin Arthur wider-
spricht, ist Carsten sauer, weil Benjamin
ihm die schéne Minderheitenposition
verdorben hat. Also wird er vielleicht
Benjamin beipflichten und ihn so an sei-
nem Schaden teilhaben lassen — aus Ra-
che oder zumindest als Drohung, damit
Benjamin fortan gefiigiger spielt. Die
Drohung geht jedoch ins Leere. Benja-
min kann sich nimlich iiberlegen, dass

es fir ihn, einerlei wie Carsten spielt, [>
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PREISRATSEL

Patchworkfamilie

Von Roland Mildner

Uli Licht und seine Frau Cilli bemerken,
dass ihre Namen eine besondere Ei-
genschaft haben. Zeichnet man die
Buchstaben beider Vor und Nachna-
men im eckigen Stil auf ein kariertes
Papier und schneidet sie aus (siehe
Skizze rechts oben), dann lassen sich
alle Buchstaben Ilickenlos und Uberde-
ckungsfrei zu einem einzigen Quadrat
zusammenlegen.
Wie sieht eine Losung aus?

LLI LIEHT
EILLE LIEHT

Schicken Sie lhre Ldsung in einem
frankierten Brief oder auf einer Post-
karte an Spektrum der Wissenschaft,
Leserservice, Postfach 104840, D-
69038 Heidelberg.

Unter den Einsendern der richtigen
Loésung verlosen wir finf schwebende
Kugelschreiber »Pen Ultimate«. Der
Rechtsweg ist ausgeschlossen. Es wer
den alle Losungen berlcksichtigt, die
bis Dienstag, 14. Juni 2005, eingehen.

Losung zu »Uberholfreude« (April 2005)

Die Reihenfolge im Ziel ist BADC. Das
heilt, Carl kommt als Erster ins Ziel,
gefolgt von Dora, Alf und Bea.

Alle Permutationen von ABCD erge-
ben 24 maogliche Zieleinldufe. Da jeder
Laufer genau sechsmal einen anderen
Uberholt und jeder eine ungerade An-
zahl von Malen Uberholt wird, muss sich
die Position jedes Laufers um eine un-
gerade Anzahl an Platzen verandern.
Nur bei vier der 24 denkbaren Zieleinlau-
fe ist dies auch tatsachlich der Fall:
DCBA, BCDA, DABC und BADC.

Hartmut Fenner aus Hamburg schloss
davon drei durch Widerspruch aus:

Bei DCBA rlckt Alf drei Platze vor. Da
er selbst sechsmal Uberholt, kann er nur
dreimal selbst Uberholt werden; diese
drei Maglichkeiten werden bereits aus-
geschopft, indem jeder andere alle drei
Mitldufer Uberholt. Dora hingegen ver
liert drei Platze. Da auch sie sechsmal
selbst Uberholt, wird sie selbst neunmal
Uberholt, also von jedem der anderen
genau dreimal. Dies kann nur sein,
wenn sie ihrerseits jeden anderen zwei-
mal Uberholt. Das widerspricht der Vo-
raussetzung, dass Alf von jedem nur
einmal Uberholt wird.

Auch bei BCDA gewinnt Alf drei Plat-
ze, Uberholt also sechsmal und wird
dreimal Uberholt. Er ist somit an neun

Uberholvorgangen beteiligt. Da jeder
Laufer sechsmal tberholt, gibt es insge-
samt 24 Uberholvorgange und damit 15
ohne Alf. Bea, Carl und Dora haben am
Ziel noch ihre urspringliche Reihenfol-
ge. Jeder Uberholt also jeden der beiden
anderen genauso oft, wie er selbst von
ihnen Uberholt wird. Also ist die Anzahl
der Uberholvorgiange ohne Alf gerade:
Widerspruch.

Fir DABC verlauft die Argumentation
analog. Dora verliert drei Platze, Uber
holt sechsmal und wird neunmal Uber
holt. Sie ist also an 15 Uberholvorgan-
gen beteiligt und an neun nicht. Diesmal
behalten Alf, Bea und Carl ihre Reihen-
folge, und die Anzahl der Uberholvor
gange ohne Beteiligung von Dora muss
gerade sein. Neun ist aber ungerade.

Fur BADC genlgt es nun, ein Lo-
sungsbeispiel zu finden (der jeweils
Uberholende ist rot markiert): ABCD;
BCDA; CDAB; DABC; ABCD; ACDB;
ADBC; DBAC; BADC; ABDC; BADC;
BACD; BADC.

Mit Hilfe des Computers lassen sich

insgesamt 47969 Varianten dieses Ziel-
einlaufs finden.
Die Gewinner der drei Taschenlampen
»Everlight« sind Thomas Fehsenfeld,
Kaufbeuren; Falk Lehmann, Mlnchen;
und Simon Beier, Rabenau.

Lust auf noch mehr Ratsel? Unser Wissenschaftsportal wissenschaft-online
(www.wissenschaft-online.de) bietet lhnen unter dem Fachgebiet »Mathe-
matik« jeden Monat eine neue mathematische Knobelei.
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D> von Vorteil ist, Arthur zu widerspre-
chen. Dagegen ist es fiir Carsten sinn-
voll, seine Rachegeliiste zu unterdriicken
und Arthur beizupflichten, womit er
Benjamin einen »unverdienten« Vorteil
verschafft. Diese Strategienkombination
»Benjamin egoistisch, Carsten nachsich-
tig« ist ein so genanntes Nash-Gleichge-
wicht. Das heifit, keiner der Spieler kann
sich durch einseitiges Abweichen von sei-
ner Haltung einen Vorteil verschaffen.

Wenn schliefSlich beide die Méglich-
keit in Betracht ziehen, unabhingig von
den anderen ihre Spielziige nach dem
Zufall zu wihlen, gibt es zwei Nash-
Gleichgewichte. All das kann man nicht
mehr durch geschickees algebraisches
Rechnen belegen, sondern muss die ver-
schiedenen Maglichkeiten vom Compu-
ter auszihlen lassen.

Der spéte Sieg

des Einfiihlungsvermogens

Und wenn nun Arthur doch ein Frauen-
versteher ist? Nicht dass er der schonen
Unbekannten jeden Gedanken von den
Augen ablesen konnte. Aber nehmen wir
an, seine Chance, ihre Antwort richtig
zu erraten, ist grofSer als 1/2; nennen wir
sie p. In unserem Diagramm sind dann
Schritte nach rechts wahrscheinlicher als
solche nach oben. Wieder gilt, dass Ar-
thurs Chance umso schlechter steht, je
linger das Frage-und-Antwort-Spiel dau-
ert. Fiir den Grenzwert unendlich vieler
Fragen ldsst sie sich durch eine einfache
Formel ausdriicken: Fiir p > 1/2 gewinnt
Arthur mit Wahrscheinlichkeit 2 — 1/p,
oder eben etwas mehr, wenn es nur end-
lich viele Fragen sind.

Dieser Wert ist genau dann gleich
1/2, wenn p=2/3 ist. Was lernen wir da-
raus? Man muss schon ein ziemlich gu-
ter Frauenversteher sein — zwei Drittel
aller Gedanken richtig erraten —, um den
Vorteil des dumpfsinnigen, aber taktisch
geschickten Nachplapperers aufwiegen

zu kénnen. <

Christoph Pdppe ist pro-
movierter Mathematiker
und Redakteur bei Spek-
trum der Wissenschaft.

The singled out game. Von

Kennan Shelton in: Mathe-
matics Magazine, Bd. 78, Heft 1, S. 15,
2005

Weblinks zu diesem Thema finden Sie bei
www.spektrum.de unter »Inhaltsverzeichnis«.
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