MATHEMATISCHE UNTERHALTUNGEN

Freiheit fiir die Kombinatoriker

Eine geschickte Strategie holt aus einem eigentlich hoffnungslosen

Spiel noch eine Gewinnchance von fast einem Drittel heraus.

Von Christoph Pdppe

Vorab ein »Disclaimer«: Es gibt kei-
nen Anlass, dem Personal deutscher
Justizvollzugsanstalten Pflichtvergessen-
heit, Sadismus, iibermiflige Fantasie,
Neigung zur Mathematik oder andere
problematische Eigenschaften zu unter-
stellen. Aber eine Einzelperson, die eine
grofle Gruppe vor cine schwierige Auf-
gabe stellt, bei der alle Mitglieder der
Gruppe sorgfiltig voneinander isoliert
werden — da denkt man unvermeidlich
an einen Gefingniswirter, dem vor lau-
ter Langeweile nichts anderes in den
Sinn kommt, als die ihm Anvertrauten
mit der vagen Aussicht auf Freilassung
zu quilen. In Wirklichkeit ist diese Aus-
sicht verschwindend gering — denkt der
Wrter. Aber er hat nicht mit der geball-
ten Intelligenz der Insassen gerechnet ...

In unserem Preisritsel »Die Erleuch-
tung« (4/2003, S. 108; Auflésung 6/2003,
S. 110) war stoische Geduld die Voraus-
setzung fiir den Weg in die Freiheit. In
dem Spiel, das ich Ihnen diesmal vorstel-
len maochte, geht es etwas schneller. Der
(natiirlich wieder sadistische) Wrter ge-
wihrt seinen hundert Hiftlingen der
Reihe nach und einzeln Zugang zu dem
groflen Schrank, in dessen Fichern die
personliche Habe jedes Gefangenen ge-
lagert ist. Jeder von ihnen darf genau 50
Ficher 6ffnen und deren Inhalt in Au-
genschein nehmen. Da bei der personli-
chen Habe auch der Personalausweis ist,
kann er erkennen, wem das jeweilige
Fach gehort. Wenn er dabei seine eige-
nen Sachen findet, ist das zwar ein per-
sonlicher Erfolg; aber freigelassen wer-
den entweder alle oder keiner, und die
Tore des Gefingnisses offnen sich nur,
wenn jeder nach héchstens 50 Versuchen
seine Sachen gefunden hat.

Das ist echter Sadismus! Jeder Ein-
zelne hat eine faire Chance von immer-
hin 50 Prozent, fiir sich personlich einen
Erfolg zu landen. Aber die Wahrschein-
lichkeit, dass das allen gelingt, ist das
Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten,
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das in diesem Fall 2% oder annihernd
1073 betrigt. Das ist ungefihr so viel
wie die Chance, durch blindes Hinein-
greifen das einzige Duftmolekiil zu erwi-
schen, das in einem Kubikmeter Wasser
enthalten ist, oder das einzige Wirkstoff-
molekiil in einer D-30-Verdiinnung der
Homéopathen — so hoffnungslos, dass
man sich das Gewiihle in den Fichern
gleich sparen kann.

Die einzige Chance:

gekoppelte Strategien

Immerhin erlaubt der Wirter den Insas-
sen, sich vorher abzusprechen. Allerdings
macht er ihnen unmissverstindlich klar,
dass sie wihrend des grausamen Spiels
keine Gelegenheit zur Verstindigung un-
tereinander haben werden. Nach jedem
Durchgang eines Hiftlings wird er den
Schrank wieder in den Urzustand verset-
zen und jede geheime Nachriche, die die-
ser seinen Nachfolgern hinterlassen ha-
ben koénnte — indem er etwa die Tiiren
einzelner Ficher offen stehen lisst oder
deren Inhalt geeignet anordnet —, ver-
nichten.

Was tun? Beim Strategietreffen wird
den versammelten Insassen bald klar,
dass keiner von ihnen eine Moglichkeit
hat, seine personliche Erfolgschance von
50 Prozent irgendwie zu verbessern. Man
kénnte untereinander absprechen, dass
der erste nur die ersten flinfzig Ficher
durchschaut, der zweite nur die letzen
finfzig, der dritte nur die mit ungeraden
Nummern ... Aber die ganze Variation
nutzt nichts, denn die Ficher sind nach
dem Zufallsprinzip belegt. Da dndert ir-
gendeine Suchregel nichts an der Erfolgs-
chance; genauso gut kénnte man seine
Ficher auch auswiirfeln.

Drei mogliche Darstellungen fir

eine Permutation der Zahlen von 1
bis 10. Die unterste zeigt auf einen Blick,
dass die Permutation aus drei Zyklen mit
den Langen 5, 4 und 1 besteht.

Insbesondere kann es keine Strategie
geben, die einen Erfolg garantiert. Denn
schon der erste Kandidat kann mit seiner
Suche scheitern und damit sich und allen
anderen die Chance auf Freiheit nehmen.

Uberraschenderweise kann die Grup-
pe durch geschickte Koordination ihrer
Strategien eine Erfolgschance von mehr
als 30 Prozent erreichen. Wenn Sie wol-
len: Denken Sie einen Moment dariiber
nach, an welcher Stelle die obige Argu-
mentation angreifbar ist.

Fir das Folgende ist es hilfreich,
durch ein bisschen Abstraktion dem
Kern des Problems niher zu kommen.
Geben wir den Gefangenen Nummern
von 1 bis 7 (bisher war 7 =100) und den
Schrankfichern auch. Denken wir uns —
ohne am Problem etwas Wesentliches zu
indern —, dass der Wirter beim Priparie-
ren des Schranks Zettel mit den Num-
mern 1 bis 7 gut gemischt und in jedes
Fach einen Zettel gelegt hat. Damit hat
er die Zahlen von 1 bis 7 in eine neue
Reihenfolge gebracht oder, mathema-
tisch gesprochen, eine Permutation p der
Zahlen von 1 bis 7 realisiert: eine (um-
kehrbar eindeutige) Abbildung, die jeder
Zahl j eine andere Zahl p(j) zuordnet
derart, dass unter den p(j) jede Zahl
von 1 bis 7 genau einmal vorkommc. Je-
der Gefangene hat #/2 Versuche, die ei-
gene Nummer zu finden.

Warum musste man die Einzelwahr-
scheinlichkeiten miteinander multipli-
zieren, wodurch das hoffnungslose Er-
gebnis zu Stande kam? Weil die Ereignis-
se »A findet seine Sachen« und »B findet
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seine Sachen« voneinander unabhingig
sind. Wohlgemerke, es geht um die Un-
abhingigkeit der Erfolgsereignisse, nicht
der Strategien. Die Verabredung »ich
durchsuche die geraden Nummern, du
die ungeraden« schafft eine Abhingigkeit
zwischen beiden Strategien, nutzt aber
nichts. Gibt es Strategien, die nicht nur
voneinander abhingig sind, sondern de-
ren Abhingigkeit sich auch auf die Er-
folgschancen tibertrigt?

Einen Baustein zur Losung liefert das
Hutproblem (Spektrum der Wissen-
schaft 9/2001, S. 100). Drei Kandidaten
tragen je einen roten oder blauen Hut.
Jeder kann die Farbe der anderen Hiite
sehen, nicht aber die seines eigenen, wird
aber genau nach der Farbe seines Hutes
gefragt. Er kann »Blau« oder »Rot« sagen
oder schweigen. Das ganze Team hat ge-
wonnen, wenn kein falsches Wort fillt
und wenigstens ein richtiges.

Natiirlich liefern die Farben der an-
deren Hiite nicht den geringsten Hin-
weis auf die eigene Hutfarbe. Wieder hat
der Einzelne nur eine Chance von 50
Prozent, richtig zu raten, und die ist mit
keinem Mittel verbesserbar. Der Schliis-
sel zur Losung liegt in der Kopplung der
falschen — und damit auch der richtigen —
Antworten: Wenn ich schon nicht ver-
meiden kann, falsch zu raten, dann will
ich, dass meine Kollegen in diesem Fall
auch falsch raten. Denn das erhoht die
Chance, dass meine Kollegen ebenfalls
richtig raten, wenn ich das tue.

Beim Hutproblem kommen die Kan-
didaten auf die erstaunliche Erfolgsquote
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von 75 Prozent, indem sie sicherstellen,
dass jeder dann und nur dann etwas Fal-
sches sagt, wenn die anderen auch etwas
Falsches sagen. Damit konzentriert man
den unvermeidlichen Anteil der Falsch-
aussagen auf wenige unter allen denkba-
ren Ereignissen, wodurch die restlichen
Ereignisse fehlerfrei bleiben.

Die Option, den Mund zu halten,
welche die Erfolgschance beim Hutpro-
blem erst richtig in die Hohe treib, steht
unseren Gefangenen allerdings nicht zur
Verfiigung. Aber die alles entscheidende
Abhingigkeit der Erfolgschancen kén-
nen sie auch herstellen. Die ideale Situa-
tion »ich finde meine eigene Nummer
genau dann, wenn du deine findest« ist
zwar nicht immer zu realisieren, aber im-
mer o6fter, als man denkt.

Schliissel zum Erfolg: Permutationen
Das Rezept ist verbliiffend einfach. Der
Gefangene Nummer ; 6ffnet zunichst
Fach Nummer j. Wenn er darin seine
Nummer vorfindet, hat er sein Teil zum
Erfolg beigetragen und kann gehen (oder
pro forma noch 7/2—1 Ficher 6ffnen).
Wenn er eine andere Nummer k=p(;)
findet, 6ffnet er Fach 4; findet er die
Nummer p(£)=p(p(j)), offnet er das
Fach p(4) und so weiter. Wenn er im
Verlauf der Aktion seine eigene Nummer
findet, ist es gut; ansonsten wird er wei-
nend den Raum verlassen.

Wenn der Gefangene # an der Reihe
ist, offnet er Fach 4 (alle Gefangenen fol-
gen derselben Strategie) und ab da unver-
meidlich dieselben Ficher wie sein Kol-

In diesem grausamen Spiel zu ge-

winnen ist so wahrscheinlich, wie
hundertmal hintereinander im Roulette
auf die richtige Farbe — Rot oder Schwarz -
zu setzen. Hoffnungslos, oder?

lege j in der serselben Reihenfolge. Wenn
j Gliick gehabt hat, kommt # nach spi-
testens 72/2—1 Schritten an Fach j und
ist glicklich, denn darin liegt seine eige-
ne Nummer. Dasselbe gilt fiir alle Ge-
fangenen, deren Nummern j auf seinem
Irrweg durch die Ficher zieht. Damit
sind die Schicksale dieser Leute mitein-
ander verkniipft, ohne dass sie sich mit-
einander verstindigt haben: Entweder
finden alle ihr Fach oder keiner.
Ubersichtlicher wird die Sache durch
die so genannte Zyklenschreibweise fiir
Permutationen. Statt in einer Tabelle auf-
zufithren, welche Zahl durch die Permu-
tation p auf welche abgebildet wird,
schreibt man hintereinander 1, p(1),
2(p(1)) und so weiter, bis man wieder
bei der Eins angelangt ist (das muss ir-
gendwann passieren, denn es stehen nur
endlich viele Zahlen zur Auswahl). Da-
mit ist ein Zyklus komplett. Sind noch
nicht alle Zahlen verbraucht, eréffnet
man mit der kleinsten verbleibenden
Zahl einen neuen Zyklus und so weiter
(Bild links). Die Zyklendarstellung einer
Permutation ist nicht nur kompake sie
zeigt auch {iibersichtlich, was geschieht,
wenn man, wie unsere Gefangenen, die
Permutation immer wieder anwendet.
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Damit ist die Voraussetzung fiir die
Freiheit aller Gefangenen schnell formu-
liert: Sie winkt — wenn alle sich an die
genannte Strategie halten — genau dann,
wenn die vom Whrter realisierte Permu-
tation keinen Zyklus enthilt, der linger
als /2 ist.

Wie wahrscheinlich ist das? Welche
Chance konnen sich die Insassen auf ein
Ende ihrer Qualen ausrechnen? Das ist
nicht allzu schwer zu bestimmen; rech-
nen wir es der Einfachheit zuliebe am
Beispiel 7 =10 durch.

Rechnen mit Fakultédten

Die Anzahl aller Permutationen der Zah-
len von 1 bis » ist 1.2.3-....n=n!
(n-Fakultit). Fiir einen Zyklus der Lin-
ge, sagen wir, 6 miissen wir zunichst aus
den 7 = 10 Zahlen sechs auswihlen; die
Anzahl der Méglichkeiten daftir (der
»Binomialkoeffizient 10 iiber 6«) wird
(160) geschrieben und betrigt 10!/ (6! 4!).
Diese sechs Zahlen gilt es dann zu einem
Zyklus anzuordnen; dafiir gibt es 5!
Méglichkeiten.

Wieso nur 5! und nicht 6!, wo man
doch die sechs Zahlen in eine beliebige
Reihenfolge bringen darf? Weil zum Bei-
spiel (473289)und (73289 4) nur
zwei verschiedene Schreibweisen fiir ein
und denselben Sechserzyklus sind. Um
Zyklen nicht mehrfach zu zihlen, muss
man — zum Beispiel — die Festlegung

treffen, dass die kleinste Zahl im Zyklus

zuerst genannt wird. Damit bleiben noch
5! Méglichkeiten fiir die Reihenfolge der
restlichen Zykluselemente.

Es bleibt zu bestimmen, was mit den
restlichen vier Zahlen geschehen soll.
Dafiir gibt es wieder 4! Moglichkeiten.

Alles zusammengerechnet, ergibt
sich: Es gibt 5!4!10!/(6!4!) = 10!/6
Permutationen der Zahlen von 1 bis 10,
die einen Zyklus der Linge 6 enthalten.
Unter allen Permutationen enthilt jede
sechste einen Sechserzyklus, jede siebte
einen Siebenerzyklus und so weiter. BlofS
auf die kurzen Zyklen kann man diese
Argumentation nicht anwenden: Ein
Viererzyklus in einer Permutation der
Zahlen von 1 bis 10 schlieflt einen wei-
teren Viererzyklus nicht aus, also gibt es
Doppelzihlungen, die man aus dem
Ergebnis wieder herausrechnen muss.
Aber die Miithe miissen wir uns nicht ma-
chen. Der Anteil der Verliererpermutati-
onenist 1/6+1/7+1/8+1/9+1/10=

1627/2520 oder ungefihr 64,56 Pro-
zent. Das heifl: Eine Gruppe von 10
Gefangenen kommt in reichlich 35 Pro-
zent aller Fille frei!

Je grofler die Anzahl der Gefange-
nen, desto schlechter werden ihre Chan-
cen. Aber erstaunlicherweise werden sie
nicht beliebig schlecht. Bei 7 Gefange-
nen ist die Wahrscheinlichkeit, zu verlie-
ren, gleich der Summe 1/7+1/(n-1)
+1/(n—=2)+...+1/(n/2+1). Dafiir gibt

es zwar keine geschlossene Formel; aber

man kann die Summe durch ein Integral
abschitzen. Da das Integral tiber die
Funktion 1/x gleich dem natiirlichen Lo-
garithmus In x ist, ergibt sich, dass selbst
fiir beliebig grofle 7 die Misserfolgswahr-
scheinlichkeit nie grofler wird als der na-
tiirliche Logarithmus von 2 oder auch
69,3147 Prozent. Freiheit winkt in mehr
als 30 Prozent aller Fille.

Eine weitere Uberlegung beweist,
dass die geschilderte Strategie optimal
ist. Eine bessere Erfolgschance ist mit
keinem Trick herauszuholen.

Das Ende der Geschichte ist natiir-
lich traurig: Der Wirter ist nicht nur ein
Sadist, sondern kennt sich auch noch in
Kombinatorik aus. Also hat er arglistig
die Zettel so gelegt, dass sich ein Zyklus
der Linge 56 ergibt, und weidet sich da-
ran, wie der Jubel der 44 gliicklichen
Finder — »jetzt kann doch eigentlich
nichts mehr schief gehen!« — in bittere
Enttiuschung umschligt. <

Christoph Pdppe ist promo-
vierter Mathematiker und Re-
dakteur bei Spektrum der Wis-
senschaft.

The locker puzzle. Von Eugene
Curtin und Max Warshauer in:
The Mathematical Intelligencer, Bd. 28, Heft 1, S.
28, 2006

Weblinks zu diesem Thema finden Sie bei www.
spektrum.de unter »Inhaltsverzeichnis«.

Nachtrag zu »Sudoku oder die einsamen Zahlen« (Marz 2006)

Viele Leser haben zu dem Sudoku mit den
Grofser- und KleinerZeichen ganz ohne
Zahlen die Lésung gefunden, die dem
Autor Jean-Paul Delahaye noch unbe-
kannt war:

Eine der vielen verschiedenen Losungs-
strategien war die von Jorg Knappen aus
Saarbricken:

»Es gibt»Quellens, von denen nur Gro-
Rerzeichen ausgehen, und »Senkeng, auf
die nur Kleinerzeichen zeigen. Die Zahl 9
kann nur auf einer Quelle platziert wer
den, die Zahl 1 nur auf einer Senke.

Im unteren rechten Kastchen gibt es
nur eine Quelle; dort muss demnach
eine Neun stehen. Mit normalen Sudo-
ku-Methoden lassen sich insgesamt sie-
ben Neunen unterbringen. Jede Quelle
hat ein »Bewasserungsgebiet, das ist
die Menge der Felder, mit denen sie
durch eine Kette von Groferzeichen ver
bunden ist; aus der Lange dieser Kette
ergeben sich kleinstmaogliche Zahlen fur
die Quellen. Umgekehrt haben die Sen-
ken einen »Einzugsbereichs, daraus erge-

ben sich grofRtmogliche Zahlen. Damit
lassen sich von oben herab die Zahlen
8, 7. 6 und 5 platzieren. Fir die kleinen
Zahlen bleiben nur noch wenige Alter-
nativen, die sich dann mit der Sudoku-
Eigenschaft aufldsen lassen.

Das geht ganz ohne Raten und Pro-
bieren.«

Die Klassifizierung der Beispiel-Sudokus
auf S. 110 war fir viele Leser nicht nach-
vollziehbar. Insbesondere war das als
»mittel« eingestufte Sudoku schwerer
zu lésen als das »hollische« (was ich be-
statigen kann; meine LOsungszeiten
waren von links nach rechts 18, 46, 34
und 40 Minuten). Offensichtlich erfas-
sen die Algorithmen zur Einschatzung
des Schwierigkeitsgrads das menschli-
che Denken doch nur unvollkommen.
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