MATHEMATISCHE UNTERHALTUNGEN

AARON COX, NACH: RIICHIRO SAITO

Topologie und Kombinatorik des FuBballs

Der Ball ist rund; aber fluir einen Topologen ist diese Aussage erst der

Anfang einer Exkursion durch eine Welt deformierbarer Muster.

Von Dieter Kotschick

as ist ein Fufball? Die offizielle

Definition der Fifa sagt nur ge-
ringfiigic mehr als der klassische Spruch
»Der Ball ist rund«: Er soll eine Kugel
mit einem Umfang zwischen 68 und 70
Zentimeter sein, und wenn er mit 0,8
Atmosphiren Uberdruck aufgeblasen ist,
sind hochstens 1,5 Prozent Abweichung
von der Kugelgestalt erlaubt.

Aber welches Bild kommt Thnen in
den Sinn, wenn Sie an Fuf$ball denken?
Mit grofSter Wahrscheinlichkeit ist es je-
nes schwarz-weifSle Muster, das Thnen
zurzeit aus Anlass der Weltmeisterschaft
von jeder Werbefliche entgegenstrahlc
(Bild rechts).

Dieser StandardfufSball setzt sich aus
32 DPolygonen (Vielecken) zusammen.
Zwolf Fiinfecke und 20 Sechsecke sind
so angeordnet, dass jedes Fiinfeck aus-
schliefSlich von Sechsecken umgeben ist.
Traditionell sind die Fiinfecke schwarz
und die Sechsecke weif§ gefirbt. Das
Farbschema wurde angeblich zur Welt-
meisterschaft 1970 eingefiithrt, um den

108

Ball im Fernsehen besser sichtbar zu ma-
chen. Das Muster als solches ist aller-
dings ilter.

Warum sieht der Fuflball so aus, wie
er aussicht? Kann man die Fiinf- und
Sechsecke auch anders anordnen? Diir-
fen es anstelle von Fiinf- und Sechsecken
andere Polygone sein? Fragen dieser Art
sollen im Folgenden mit mathemati-
schen Mitteln untersucht — und zum Teil
auch beantwortet — werden.

Zu diesem Zweck ist die Frage »Was
ist ein FufSball?« neu zu stellen, und die
Antwort der Fifa ist nicht die geeignets-
te. Unser mathematischer Ball ist zwar
auch noch »rundg, aber in einem verall-
gemeinerten Sinne. Er ist ein »sphiri-
sches Polyeder«, was nichts weiter heifit,
als dass er aus Polygonen zusammenge-
setzt ist und Kugelform annimmt, wenn
man ihn geeignet aufblist. Das ist nicht
besonders restriktiv; selbst ein Wiirfel ist
ein sphirisches Polyeder. Erst wenn beim
Aufblasen keine Kugel, sondern bei-
spielsweise ein Fahrradschlauch (Torus)
herauskommt, nennt man das Polyeder
nicht mehr sphirisch.

Auflerdem nicht
wirklich, wie das Aufblasen vonstatten
geht und wo genau dabei die Ecken und
Kanten des Polyeders auf der Kugelober-
fliche (Sphire) landen. Wir nehmen uns
zum Beispiel die Freiheit, einen Eck-
punke auf der Sphire zu verschieben
(wobei die Kanten, die diesen Eckpunkt
mit anderen verbinden, mitgehen). Nur
einander iiberkreuzende Kanten diirfen
dabei nicht entstehen. Nach unserer De-
finition dndert das nichts Wesentliches
am Polyeder.

Mit anderen Worten: Es geht nicht
um die metrischen, sondern um die to-
pologischen Eigenschaften sphirischer
Polyeder. Was von dem FufSball bleibt,
ist ein so genannter Graph auf der Sphi-
re, bestehend aus Ecken und Kanten, die
diese Ecken verbinden, ohne dass es auf
deren genaue Lage ankommt. Aber trotz
dieser Abstraktion: Fiinfeck bleibt Fiinf-
eck, und man kann nach wie vor davon
reden, ob Fiinfecke nur an Sechsecke
oder auch aneinander grenzen und wie
viele Flichen in einer bestimmten Ecke
zusammenkommen.

interessiert uns

In einem Fulleren sitzen Kohlen-

stoffatome an den Ecken eines Po-
lyeders; dessen Kanten entsprechen den
Bindungen zwischen den Atomen. Das
klassische Buckminsterfulleren Cg, ent-
spricht dem StandardfuBball; von C,,und
Cg, gibt es jeweils mehrere kombinatori-
sche Moglichkeiten.
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Aus graphentheoretischer Sicht hat
der Standardfuf$ball drei wesentliche Ei-

genschaften:

(1) Er besteht nur aus Fiinf- und Sechs-
ecken;

(2) jedes Fiinfeck grenzt nur an Sechs-
ecke; und

(3) die Seiten jedes Sechsecks grenzen ab-
wechselnd an Fiinf- und Sechsecke.

Aus diesem Grund definieren wir einen
Fufiball als ein beliebiges sphirisches Po-
lyeder mit den Eigenschaften (1), (2)
und (3). Wir denken uns die Fiinfecke
schwarz und die Sechsecke weif$ (was am
Prinzip nichts dndert). Damit ist der
Standardfufball mit der vertrauten Mus-
terung auch in dem soeben definierten
Sinn ein Fuflball, allerdings nicht der
einzig mogliche.

Dieser Definition bin ich 1983 zum
ersten Mal als Schiiler begegnet, in einer
Aufgabe im Bundeswettbewerb Mathe-
matik. Die Aufgabe lautete: Gegeben sei
ein Fuflball mit den Eigenschaften (1)
bis (3). Aus wie vielen Fiinf- und Sechs-
ecken besteht er? Damals habe ich bei
meiner Losung angenommen, dass der
Ball ein konvexes Polyeder sei, das aus
regelmifligen Polygonen besteht. Diese
geometrische Voraussetzung erzwingt zu-
sammen mit den Regeln (1) bis (3), dass
es genau 12 Fiinfecke und 20 Sechsecke
gibt. Auflerdem gibt es nur eine Mog-
lichkeit, sie zusammenzusetzen, und die-
se liefert den StandardfufSball. Aber ohne
die geometrische Zusatzbedingung hat
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das graphentheoretische Problem unend-
lich viele weitere Losungen.

Als ich im Jahr 2001 zu einem Vor-
trag anlisslich einer Preisverleihung des
Bundeswettbewerbs eingeladen wurde,
begann ich wieder, tiber dieses Problem
nachzudenken. Schliefflich fand ich zu-
sammen mit meinem Mitarbeiter Volker
Braungardt eine Beschreibung aller Lo-
sungen, die ich im Folgenden diskutie-
ren mochte.

Fullerene

Interessanterweise tauchte ein verwand-
tes Problem in den 1980er Jahren in der
Chemie auf, nachdem das Buckminster-
fulleren C, entdeckt worden war. Das
ist ein Molekiil aus 60 Kohlenstoffato-
men, deren riumliche Anordnung genau
dem Standardfufiball entspricht: Die 60
Atome sitzen an den Ecken des Polye-
ders, und die Kanten entsprechen che-
mischen Bindungen.

Die Entdeckung dieses Molekiils, die
1996 mit dem Nobelpreis fiir Chemie
gewiirdigt wurde (Spektrum der Wissen-
schaft 12/1996, S. 18), sorgte fiir ein
grofles Interesse an den so genannten
Fullerenen (Bild links unten). Das sind
Kohlenstoffmolekiile, deren riumliche
Struktur die FEigenschaft (1) hat und
auflerdem die folgende Bedingung er-
fiille, die von den chemischen Bindungs-
eigenschaften des Kohlenstoffs erzwun-
gen wird:

(3) An jeder Ecke treffen sich genau drei
Kanten.

DIETER KOTSCHICK

Auch der Informationspavillon

»Football Globe«, der im Vorfeld
der Weltmeisterschaft die Runde durch
Deutschland machte, tragt das klassisch
gewordene Design aus zwolf Finf- und
zwanzig Sechsecken.

Manchmal interessiert man sich fiir
die speziellen Fullerene, die zusitzlich
Bedingung (2) erfiillen. Man nimmt an,
dass sie besonders stabil sind; vermutlich
ist es der Stabilitit abtriglich, wenn zwei
Fiinfecke benachbart sind.

Es gibt unendlich viele Fulleren-Po-
lyeder — Cg, war nur das erste, das als
Molekiil nachgewiesen wurde —, und es
ist bemerkenswert, dass die beiden un-
endlichen Familien von Polyedern, Fuf3-
bille und Fullerene, nur den Standard-
fuflball miteinander gemein haben.

Um das einzusehen, ist die schone
Polyederformel hilfreich, die der Schwei-
zer Mathematiker Leonhard Euler
(1707-1783) entdeckt hat. In jedem
sphirischen Polyeder ist die Anzahl ¢ der
Ecken minus die Anzahl %4 der Kanten
plus die Anzahl fder Flichen gleich 2:

e—k+f=2

Wenden wir Eulers Formel auf ein Poly-
eder aus S schwarzen Fiinfecken und W
weiflen Sechsecken an. Die Gesamtzahl f
der Flichen ist S+ W. Die Fiinfecke ha-
ben insgesamt 55 Kanten und die Sechs-
ecke 6W. Beides zusammen wire die Ge-
samtanzahl der Kanten — nur haben wir
jede Kante doppelt gezihlt, nimlich bei
den beiden Flichen, zu denen sie gehort.
Zum Ausgleich teilen wir durch 2. Die
Anzahl der Kanten ist somit

b= 58+6W
2

Schliefilich sind die Ecken zu zihlen.

Die Fiinfecke haben zusammen 58 und >
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So macht man durch verzweigte

Uberlagerung aus einem FuBball ei-
nen neuen: Man wahle einen Weg von ei-
ner Ecke zu einer anderen entlang von
Kanten (a), begradige ihn (b) und schnei-
de den Ball entlang dieses Wegs auf (c),
schrumpfe ihn in der Breite auf die Halfte
zusammen (d) und vernahe zwei Exemp-
lare dieses Gebildes (e), um 180 Grad ge-
geneinander gedreht, miteinander (f). Der
Asthetik zuliebe kann man die urspriingli-
che Zickzackform der Naht wiederherstel-
len (g). Die Bilder der (mathematischen)
FuBballe hat Michael Trott von Wolfram
Research Inc. mit dem Programm »Ma-
thematica« erzeugt.

die Sechsecke 6W Ecken. Im Fall der
Fullerene gehért nach Bedingung (3’)
jede Ecke zu drei verschiedenen Flichen.
In der Summe 55+6W ist also jede Ecke
genau dreimal gezihlt, und wir miissen
zum Ausgleich durch 3 teilen:

_55+6W
=73

Setzen wir diese Werte fiir f; £ und ¢
in die Eulersche Formel ein, so stellen
wir fest, dass die Beitrdge von W sich ge-
genseitig wegheben und die Formel sich
auf S=12 reduziert. Jedes Fulleren ent-
hilt genau 12 Fiinfecke! Dagegen ergibt

sich aus der Euler'schen Formel keine
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Einschrinkung fiir die Anzahl W der
Sechsecke und mithin der Ecken. Man
kann zeigen, dass unter der Zusatzbedin-
gung (2) die Anzahl der Sechsecke min-
destens 20 sein muss. Der Standardfuf3-
ball realisiert diesen Mindestwert. Die
Anzahl ¢ der Ecken ist dann 60, entspre-
chend den 60 Atomen im C -Molekiil.

Fiir unsere mathematischen Fuflbille
ist die Anzahl der Flichen, die sich in ei-
ner Ecke treffen, nicht festgelegt — Be-
dingung (3’) gilt nicht —, aber drei miis-
sen es mindestens sein. Daher wird aus
der Gleichung ¢=(55+6W)/3 die Un-
gleichung ¢< (55+6W)/3. Setzen wir
das in die Euler'sche Formel ein, so he-
ben sich die Beitrige von W wieder ge-
genseitig auf. Ubrig bleibt die Unglei-
chung §>12. Somit enthilt jeder Fuf-
ball mindestens 12 Fiinfecke, doch
anders als ein Fulleren kann er sehr wohl
mehr enthalten.

Ebenfalls im Unterschied zu Fullere-
nen bestimmt bei einem Fuf$ball die An-
zahl der Fiinfecke die der Sechsecke und
umgekehrt. Wir zihlen die Kanten, an
denen Fiinf- und Sechsecke zusammen-
stoflen. Nach Bedingung (2) sind alle
Kanten von Fiinfecken auch Kanten von
Sechsecken, und nach Bedingung (3) ist
jede zweite Sechseckskante gleichzeitig
Kante eines Fiinfecks. Daraus folgt
(1/2)(6W) =5, also 3W=5S. Wegen
S§>12 ist W mindestens 20. Diese Min-
destwerte werden vom Standardfuf$ball
realisiert, und die Realisierung ist wegen
der Bedingungen (2) und (3) kombina-
torisch eindeutig. Allerdings hat die
Gleichung 3W= 5§ unendlich viele wei-
tere ganzzahlige Losungen; entsprechen
diese Fuflballpolyedern? Es wird sich zei-
gen, dass dies genau fiir diejenigen Lo-
sungen der Fall ist, bei denen W ein
Vielfaches von 20 und S ein Vielfaches

Achtblattrige verzweigte Uberlage-
rung eines StandardfuRballs

von 12 ist. Es gibt also tatsichlich eine
unendliche Schar von Fuf$billen.

Damit wissen wir, dass es unendlich
viele Fullerene — mit den Eigenschaften
(1), (2) und (3’) — und unendlich viele
Fuflbille — mit (1), (2) und (3) — gibt.
Aber diese beiden unendlichen Mengen
haben nur ein gemeinsames Element! Fiir
ein Fulleren ist S= 12, fiir einen Fufiball
gile 58 = 3W. Soll ein Fuflball gleichzeitig
ein Fulleren sein, so schlieflen wir, dass
5:12=3W oder W=20. Jeder Fufiball,
der zugleich ein Fulleren ist, muss also 12
Fiinfecke und 20 Sechsecke haben. Es ist
bekannt, dass es 1812 verschiedene Ful-
lerene mit 12 Fiinfecken und 20 Sechs-
ecken gibt, doch 1811 davon haben
Fiinfecke mit einer gemeinsamen Kante
und sind daher keine FufSbille, weil sie
die Bedingung (2) verletzen. Der Stan-
dardfufiball ist das einzige dieser Fullere-
ne mit disjunkten Fiinfecken.

Neue FuBBbille aus alten

Lassen wir nun die Chemie beiseite und
kommen zur eigentlichen Frage: Welche
weiteren Fuf$bille gibt es aufler dem
StandardfufSball, und wie kénnen wir sie
verstehen? Es stellt sich heraus, dass man
durch eine topologische Konstruktion
namens »verzweigte Uberlagerung« aus
einem Fuflball einen anderen machen
kann. Das Spiel lisst sich beliebig oft
wiederholen, sodass unendliche Folgen
verschiedener Fuf$bille entstehen.

Was ist eine verzweigte Uberlage—
rung? Stellen Sie sich das Muster eines
Fuflballs, zum Beispiel des Standardfuf3-
balls, auf die Erdoberfliche aufgetragen
vor, und zwar so, dass eine Ecke auf den
Nordpol und eine andere auf den Siid-
pol fille (Bild oben, ). Nun verzerren
Sie das Muster so, dass einer der (Zick-
zack-)Wege, die an Kanten entlang von
Pol zu Pol fithren, begradigt wird und
auf einen Lingengrad zu liegen kommt,
zum Beispiel den Nullmeridian (). Die-
se Verzerrung ist erlaubt; wir betreiben ja
Topologie und nicht Geometrie.
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Als Nichstes schneiden Sie in Ge-

danken mit einem Messer entlang der so-
eben begradigten Linie von Pol zu Pol
und ziehen die derart aufgeschlitzte Erd-
oberfliche in Ost-West-Richtung zusam-
men (c), bis sie nur noch die Hilfte der
Kugel bedecke, zum Beispiel die westli-
che Halbkugel (4). Fertigen Sie schlief3-
lich eine Kopie dieser zusammenge-
stauchten Fliche an und drehen Sie sie
um die Erdachse, bis sie die 6stliche
Halbkugel bedeckt (¢). Dann passen die
Fussballmuster der beiden Stiicke zusam-
men, sodass man sie zu einem neuen
Fussball zusammennihen kann. An den
beiden vom Nord- zum Stdpol verlau-
fenden Nihten treffen sich nimlich Teil-
stiicke — eins vom Original, eins von der
Kopie —, die genau so aussechen wie die
Teilstiicke, die wir durch Aufschlitzen
voneinander getrennt hatten. Das Ergeb-
nis ist ein Fuflball mit doppelt so vielen
Fiinf- und Sechsecken wie zuvor (f; g).

Man bezeichnet den so konstruierten
Fuflball als zweiblittrige verzweigte
Uberlagerung des urspriinglichen Fuf3-
balls; die Pole heiflen Verzweigungs-
punkte. Wenn man den neuen Ball nur
lokal betrachtet, das heifSt den Blick nur
auf einzelne Ecken und deren Umgebun-
gen richtet, sicht er topologisch genau so
aus wie der alte, auler an den Verzwei-
gungspunkten. An diesen beiden Ecken
stoflen jetzt sechs statt drei Flichen zu-
sammen; an den iibrigen 116 Ecken
(den 58 Ecken, die nicht auf die Pole ge-
legt wurden, und ihren Kopien) treffen
sich wie zuvor jeweils drei Flichen.

Von der lokalen zur globalen Struktur
Es gibt eine nahe liegende Variante die-
ser Konstruktion. Man ziche die ge-
schlitzte Erdoberfliche in der Breite
nicht nur auf die Hilfte, sondern auf ein
Drittel, Viertel, ... d-tel zusammen, so-
dass sie wie ein Stiick Melonenschale
aussieht (die Melone wurde in 4 Teile
zerschnitten), und lege dann o Exempla-
re dieses Schalenstiicks um die Erde.
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Wieder lassen sich alle Stiicke so zusam-
mennihen, dass ein FufSballmuster ent-
steht. Das ist eine d-blittrige verzweigte
Uberlagerung (Bild links unten). Fiir
grofle Werte von d sind die Fiinf- und
Sechsecke zwar bis zur Unkenntlichkeit
gestaucht, aber das macht nichts: Auf
Lingen und Winkel kommt es in der
Topologie nicht an.

Aber erreicht man durch diese Kon-
struktion jeden {iberhaupt denkbaren
Fufball? Uberraschenderweise ja. Braun-
gardt und ich haben bewiesen, dass jeder
Fuflball eine verzweigte Uberlagerung
des StandardfufSballs ist. Allerdings kom-
men dabei auch allgemeinere Uberlage-
rungen vor, die sich nicht aus den hier
geschilderten zyklischen Uberlagerungen
zusammensetzen lassen.

Der Beweis beruht auf einem interes-
santen Zusammenspiel zwischen der lo-
kalen Struktur von Fufiballmustern und
der globalen Struktur verzweigter Uber-
lagerungen. Wir betrachten irgendeine
Ecke eines beliebigen Fuf3balls (Bild
rechts unten). Jede Fliche, die der Ecke
anliegt, hat zwei aufeinander folgende
Kanten, die sich in dieser Ecke treffen.
Weil nach Bedingung (3) wenigstens
eine dieser beiden Kanten ein Fiinfeck
berandet, gibt es keine Ecke, an der sich
nur Sechsecke treffen. Also liegt an jeder
Ecke ein Fiinfeck an. Seine Nachbarn
sind Sechsecke, und die Seiten der Sechs-
ecke grenzen abwechselnd an Fiinf- und
Sechsecke.

Diese Bedingung ist nur erfiillbar,
wenn die Flichen um die Ecke herum in
der Reihenfolge schwarz, weifs, weifs,
schwarz, weifs, weif$ und so weiter ange-
ordnet sind. (Zur Erinnerung: Die Fiinf-
ecke sind schwarz.) Damit sich das Mus-
ter um die Ecke herum schlieflt, muss
die Anzahl der an der Ecke anliegenden
Flichen ein Vielfaches von 3 sein. Folg-
lich sieht das Muster in der Umgebung
jeder Ecke so aus wie eine verzweigte
Uberlagerung des Standardfufiballs bei

einem Verzweigungspunkt.

Das ist zwar nur eine lokale Informa-
tion; aber die Uberlagerungstheorie -
der Teil der Topologie, der Abbildungen
zwischen Riumen untersucht, die lokal
gleich aussehen — erlaubt es, daraus
Schliisse auf globale Eigenschaften zu
ziehen und insbesondere zu beweisen,
dass tatsichlich jeder Fuf3ball eine ver-
zweigte Uberlagerung des Standardfuf3-
balls ist.

Jenseits der Fiinf- und Sechsecke
Das Verallgemeinern liegt dem Mathe-
matiker im Blut. Kaum hat er ein Er-
gebnis, schaut er nach, welche der ver-
wendeten Voraussetzungen er wirklich
braucht und welche vielleicht entbehr-
lich sind. In unserem Fall stellt sich rasch
heraus, dass wir von der Tatsache, dass
Fuflbille aus Fiinf- und Sechsecken be-
stehen, nirgends Gebrauch gemacht ha-
ben. Fithren wir also verallgemeinerte
Fuf3bille ein!

Das sind Polyeder, die immer noch
Flichen zweier Arten haben, schwarze
mit je s Kanten und weifle mit je w Kan-
ten. Aber wir bestehen nicht mehr da-
rauf, dass s=5 und w =6 ist. Allerdings

Bei einem (mathematischen) Ful3-

ball liegen um jede Ecke die Fla-
chen in der Reihenfolge schwarz, weil3,
weil3, schwarz, weil3, wei’ und so weiter.
Insbesondere ist die Gesamtzahl dieser
Flachen ein Vielfaches von 3.
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Tetraeder Oktaeder

Die fuinf platonischen Korper

> sollen immer noch die schwarzen Fli-

chen nur zu weifSen Flichen benachbart
sein und an den Kanten weifler Flichen
abwechselnd schwarze und weifle Fli-
chen anliegen — woraus folgt, dass w cine
gerade Zahl sein muss.

Wir kénnen noch einen Schritt wei-
ter gehen, indem wir verlangen, dass eine
weifle Fliche nur an jeder z-ten Kante
eine schwarze Fliche trifft und dass alle
tibrigen benachbarten Flichen weif§ sind.
Dann muss w ein Vielfaches von 7 sein;
das heif$t w=m"n fiir eine ganze Zahl
m. Nach wie vor sollen schwarze Flichen
nur an weifSe grenzen.

Das Farbschema eines derart verall-
gemeinerten Fufballs wird also durch
die drei ganzen Zahlen (s, 2, n) beschrie-
ben; dabei ist s die Anzahl der Kanten ei-
ner schwarzen Fliche, w=m"n die An-
zahl der Kanten einer weifSen Fliche,
und jede 7-te Kante einer weiflen Fliche
grenzt an eine schwarze. Welche Kombi-
nationen von s, 72 und 7 sind tiberhaupt
moglich? Die Antwort hingt eng mit
den reguliren Polyedern zusammen.

Die Polyeder mit der grofiemaogli-
chen Symmetrie sind die platonischen
Kérper: Alle ihre Flichen sind gleichsei-
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Wiirfel

tige Polygone mit der gleichen Anzahl
von Kanten, und an jeder Ecke des Poly-
eders treffen sich gleich viele Flichen.
Euklid hat in seinen »Elementen« bewie-
sen, dass es nur fiinf solche Polyeder
gibt: das Tetraeder, das Oktaeder, den
Wiirfel, das Tkosaeder und das Dodekae-
der (Bild oben).

Heutzutage wissen wir, dass der Be-
weis nicht von der metrischen Eigen-
schaft »Gleichseitigkeit« abhingt. Das
folgende topologische Argument, das
nur die Eulersche Polyederformel be-
nutzt, zeigt, dass es neben den fiinf ge-
nannten Polyedern keine weitere Mog-
lichkeit gibt.

Jeder platonische Kérper wird durch
zwei Zahlen beschrieben: die Anzahl K
der Ecken jeder Fliche und die Anzahl
M der Flichen, die sich in jeder Ecke
treffen. Ist f die Anzahl der Flichen,
dann gilt fiir die Gesamtzahl der Kanten
k=(1/2)Kf und fir die Anzahl der
Ecken e=(1/M)Kf- Setzen wir diese Wer-
te in die Eulersche Formel e—/£+f=2
ein, so fithren elementare Umformungen

auf die Gleichung

11 11
_— —
Kf 4 2K 2M

Die maglichen Losungen lassen sich
leicht bestimmen. Fiir das Zahlenpaar
(K, M) kommen nur die folgenden Wer-
te in Frage:

» (3, 3) fiir das Tetraeder;

Jeder platonische Korper wird

durch Entecken (Abstumpfen) zu ei-
nem verallgemeinerten FuBBball. Aus dem
lkosaeder entsteht der StandardfuRball:
Die zwolf Ecken werden zu Flinfecken und

die zwanzig Dreiecke zu Sechsecken.

lkosaeder

Dodekaeder
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» (4, 3) fiir den Wiirfel und (3, 4) fiir
das Oktaeder;

» (5, 3) fiir das Dodekaeder und (3, 5)
fiir das Tkosaeder.

Hinzu kommen die Maglichkeiten
K=2 und M beliebig sowie M =2 und K
beliebig. Sie sind nicht durch Polyeder
im iiblichen Sinn realisierbar, aber der
erste Fall entspricht M Zweiecken in Ge-
stalt von Melonenschalenstiicken, die
sich simtlich an zwei Punkten treffen.
Der amerikanische Football ist nach die-
sem Muster geniht.

Konstruktion

verallgemeinerter FuBbélle

Damit haben wir cinen vollstindigen
Uberblick iiber die Polyeder, die nur eine
Art Flichen (nimlich K-Ecke) und nur
eine Art Ecken (nimlich solche mit A/
Flichen) haben. Was wir suchen, sind
aber Polyeder mit genau zwei Arten Fli-
chen — schwarze und weifle —, die noch
gewisse Zusatzbedingungen erfiillen.
Wie kann man die aus reguliren Poly-
edern herstellen? Eine mogliche Antwort
ist: durch Entecken oder auch Abstump-
fen. Man schneidet einem reguliren Po-
lyeder alle Ecken mitsamt etwas Umge-
bung ab. Was dabei von den Flichen des
urspriinglichen Polyeders iibrig bleibt,
bildet die eine Art Flichen; die andere
Art sind die Schnittflichen.

Fiir das Ikosaeder sicht das so aus:
An jeder seiner zwolf Ecken kommen
fiinf Flichen zusammen. Durch Ab-
schneiden jeder Ecke entsteht ein Fiinf-
eck, und die zwanzig Dreiecke werden
zu  Sechsecken zurechtgestutzt  (Bild
links). Die Kanten jedes Sechsecks sind
im Wechsel die Uberreste der urspriing-
lichen Ikosaederkanten und die neu ent-
standenen Kanten zu den Schnittfli-
chen. Mit den Kanten der ersten Art
grenzt das Sechseck an ein weiteres
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Die Klassifizierung der verallgemeinerten Fullbéalle

Typ s m n minimale Realisierung S w
1 3 3 1 Oktaeder 4 4
2 3 4 1 Kuboktaeder 8 6
3 4 3 1 Kuboktaeder 6 8
4 3] 5 1 Ikosidodekaeder 20 12
5 5 3 1 lkosidodekaeder 12 20
6 & S 2 Tetraederstumpf 4 4
7 3 4 2 Wirfelstumpf 8 6
8 4 S 2 Oktaederstumpf 6 8
9 3 5 2 Dodekaederstumpf 20 12
10 5 S 2 lkosaederstumpf = Standardful3ball 12 20
1" 23 2 2 abgestumpfter amerikanischer Football 2 s

oder s-seitiges Prisma
12 & 2 G entkantetes Tetraeder 4 6
13 4 2 3 entkanteter Wiirfel 6 12
14 5 2 G entkantetes Dodekaeder 12 30
15 23 1 3 einseitig abgestumpfter amerikanischer 1 s
Football oder s-seitige Pyramide
16 23 1 4 doppeltes s-seitiges Prisma 2 2s
17 23 1 5 verdrehtes doppeltes s-seitiges Prisma 2 2s
18 3] 1 6 bekrénztes Tetraeder 4 12
19 4 1 6 bekranzter Wiirfel 6 24
20 5 1 6 bekranztes Dodekaeder 12 60

Ein verallgemeinerter FuBball ist ein Polyeder mit zwei Arten Fla-
chen: schwarzen mit s Seiten und weil3en mit w= m-n Seiten,
wobei jede n-te Seite einer weiflten Flache an eine schwarze
grenzt.

Jeder der hier aufgefihrten zwanzig Typen enthélt aulRer
dem in der Tabelle genannten Exemplar mit der kleinstmdgli-
chen Anzahl S schwarzer Flachen (und der zugehdérigen Anzahl
W an weilRen Flachen) unendlich viele Realisierungen mit gro-
Seren Flachenzahlen.

Nicht alle in der Tabelle aufgefiihrten Polyeder haben etablierte
Namen. Die minimalen Realisierungen der Typen 12 bis 14 wer
den durch Entkanten aus platonischen Kérpern hergestellt. Dabei
schneidet man, analog zum Abschneiden der Ecken beim Ab-
stumpfen, Umgebungen ganzer Kanten ab (das Messer wird pa-
rallel zur Kante geflihrt). Insgesamt wird jede Flache des Polye-
ders zu einer kleineren Version ihrer selbst und jede Kante zu
einem Sechseck.

Alternativ kann man das entkantete Tetraeder (12) konstruie-
ren, indem man den Wiirfel an vier Ecken abstumpft, von denen
keine zwei benachbart sind.

Die minimalen Realisierungen der Typen 18 bis 20 entstehen
aus platonischen Kérpern, indem man jede Seitenflache mit ei-
nem Kranz von Sechsecken umgibt, und zwar so, dass jede
Ecke des neuen Polyeders dreizahlig wird. Das bekranzte Tetra-

eder (18) kann man auch direkt aus dem Dodekaeder konstru-
ieren, indem man vier geeignet gewahlte Ecken abstumpft.

Ein s-seitiges Prisma ist eine Dose mit einem s-Eck als Grundfla-
che, einem gleichen s-Eck als Deckflache und viereckigen Sei-
tenwanden. Stapelt man zwei solche Prismen Grundflache auf
Deckflache aufeinander und entfernt die Trennflache zwischen
beiden Geschossen, so entsteht das doppelte s-seitige Prisma
(Typ 16). Dort, wo die beiden Geschosse aneinander stofden,
hat man s vierzahlige Ecken, denen lauter Vierecke anliegen.

Beim verdrehten s-seitigen Doppelprisma (Typ 17) werden eben-
falls zwei s-seitige Prismen aufeinander gestapelt und die
Trennflache entfernt. Allerdings werden die beiden Prismen ge-
geneinander verdreht, sodass die Ecken des Obergeschosses
auf den Kanten des Untergeschosses liegen und umgekehrt.
Dies funktioniert, wenn man sich das Prisma tatsachlich als
Dose vorstellt, also mit runden Deckeln statt mit s-eckigen.
Durch die Verdrehung liegen in der Mitte nun nicht s vierzahlige
Ecken, sondern 2s dreizahlige. Die Seitenflachen sind daher
Flinfecke, nicht Vierecke. Man kann das verdrehte Doppelpris-
ma auch herstellen, indem man zwei s-Ecke mit je einem Ring
von Fiinfecken umgibt und die beiden Ringe dann entlang einer
Zickzacklinie aneinander flgt (siehe Bild oben, dort mit s=6).
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Sowohl ein Tetraeder mit einer

schwarzen Flache (a) als auch ein
Oktaeder mit zwei gegenuberliegenden
schwarzen Fléachen (b) sind Realisierun-
gen des Schemas (s, m, n) = (3, 1, 3), ge-
hen aber nicht durch verzweigte Uberla-
gerung auseinander hervor.

[> Sechseck, mit denen der zweiten Art an

ein Fiinfeck. Das ist nichts anderes als
der Standardfuf3ball! Mathematiker nen-
nen ihn den Ikosaederstumpf.

Dieselbe Prozedur ist auch auf die
tibrigen platonischen Kérper anwendbar.
So besteht der Tetraederstumpf aus Drei-
ecken und Sechsecken, wobei die Drei-
ecke nur an Sechsecke grenzen und die
Sechsecke abwechselnd an Dreiecke und
Sechsecke. Es handelt sich um einen ver-
allgemeinerten Fuflball mit s=3, m =3,
n=2 (und w=m-n=06). Der Ikosaeder-
stumpf (Standardfuf$ball) hats=5, m =3
und 7= 2. Die iibrigen Abstumpfungen
ergeben (s, m, n) = (4, 3, 2) fiir das Ok-
taeder, (3, 4, 2) fiir den Wiirfel, (3, 5, 2)
fiir das Dodekaeder sowie (s, 2, 2) mit
beliebigem s>2 fiir den entsprechenden
amerikanischen Football.

Sind das die einzigen Moglichkeiten
fiir verallgemeinerte Fuflballmuster oder
gibt es weitere? Wiederum kénnen wir
die Frage mit Hilfe der Euler’schen For-
mel beantworten. Genau wie bei den
platonischen Kérpern konnen wir die
Anzahl der Flichen, Kanten und Ecken
durch die Daten des Musters ausdrii-
cken, und zwar hier die Anzahl S der
schwarzen Flichen, die Anzahl W der
weiflen Flichen und die Parameter s, m
und 7. Diesmal ist die Anzahl der Fli-
chen, die sich an einer Ecke treffen,
nicht festgelegt; sie muss aber wie oben
mindestens gleich 3 sein. Daraus ergibt

sich die folgende Bedingung an die Da-
ten des Musters:

1 n+l 1 1
<

+— <
s§ 12 2s

2m

Das sieht kompliziert aus, lisst sich je-
doch leicht analysieren, dhnlich der Glei-
chung, die auf die platonischen Kérper
fihre. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass
n hochstens 6 sein kann, weil sonst die
linke Seite grofler als die rechte wiirde.
Mit etwas mehr Aufwand kdénnen wir
eine vollstindige Liste aller maoglichen
Losungen aufstellen.

Ordentliche und

unordentliche FuBBballe

Allerdings ist die Arbeit damit noch
nicht getan. Es gibt Tripel wie etwa
(s, m, n) = (4, 4, 1), welche die Unglei-
chung fiir geeignete Werte von § erfiil-
len, ohne dass sich entsprechende verall-
gemeinerte Fu$bille konstruieren liefSen.
Braungardt und ich haben die Werte von
(s, m, n)bestimmt, die durch verallge-
meinerte Fuflbille realisiert werden; sie
sind in der Tabelle (Kasten S. 113) auf-
gefithre. Fiir =2 sind die kleinsten Rea-
lisierungen aller Muster abgestumpfte
platonische Kérper.

Neben dem  Standardfufiball (Typ
10) enthilt die Tabelle drei weitere Ful-
lerene: die Typen 14 und 20 und Typ 17
fiir s= 6. Die Anzahl der Sechsecke ist in
diesen Fillen 30, 60 beziehungsweise 2
(wobei im letzten Fall die Sechsecke die
schwarzen sind). Die entsprechenden
Fullerenmolekiile haben 80, 140 bezie-
hungsweise 24 Kohlenstoffatome. Wih-
rend das 24-atomige Fulleren eindeutig

Man erkennt die Vier- und Sechs-

ecke nur mihsam; aber der fiir die
laufende Weltmeisterschaft neu einge-
filhrte FuBball »Teamgeist« ist topolo-
gisch ein Oktaederstumpf.
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bestimmt ist, gibt es bei 80 Atomen sie-
ben verschiedene Anordnungen mit dis-
junkten Fiinfecken, von denen nur eine
(und zwar nicht die im Bild S. 108 ge-
zeigte) ein verallgemeinerter FuSball ist,
und bei 140 Atomen 121 354 Stiick.

Hat man einen verallgemeinerten
Fuf$ball, so kann man durch eine ver-
zweigte Uberlagerung einen weiteren
Fuflball desselben Typs, das heifyt mit
denselben Werten (s, 72, »), daraus ma-
chen. Aber was wir oben fiir den Stan-
dardfuf$ball ausgefiithrt haben, nimlich
dass diese Konstruktionsmethode die
Menge aller verallgemeinerten Fufibille
ausschopft, gilt nicht mehr uneinge-
schrinkt. Es gile fiir =2, das heifit,
wenn weifle Flichen entlang ihren Kan-
ten abwechselnd an schwarze und weifSe
Nachbarn stoflen. Aber die Aussage ist
falsch fiir andere Werte von 7. Das
einfachste Gegenbeispiel ist (s, 7, 7) =
(3, 1, 3): Das Polyeder besteht aus lauter
Dreiecken; die schwarzen grenzen nur an
weifle und jedes weiffle an genau ein
schwarzes. Das minimale Beispiel ist ein
Tetraeder, bei dem eine Fliche schwarz
ist. Eine weitere Realisierung ist das Ok-
taeder, von dem zwei gegeniiberliegende
Flichen schwarz sind (Bild oben). Aber
das ist keine verzweigte Uberlagerung
des gefirbten Tetraeders! Dann miissten
nimlich an jeder Ecke 3 oder 6 oder 9
... Flichen zusammenstof3en, beim Ok-
taeder aber sind es vier.

Der Fall #=2 ist in einem gewissen
Sinn ordentlicher als alle anderen. Denn
wie beim Standardmuster mit Fiinf- und
Sechsecken (siche oben) miissen alle
Ecken im Wesentlichen gleich aussehen:
Die einer Ecke anliegenden Flichen ha-
ben dieselbe Farbfolge, nimlich schwarz,
weifs, weifS, schwarz, weifs, weif§ und so
weiter, nur die Linge der Folge ist offen.
Die lokale Struktur eines verallgemeiner-
ten Fufballs mit 7 = 2 ist also durch die-
se kombinatorischen Bedingungen schon
weit gehend festgelegt. Diese Kontrolle
fehlt im Fall #= 2. In der Tat haben die
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Ecken des gefirbten Oktaeders (Bild
links, 4) die Farbfolge schwarz, weifs,
weif3, weifs, und beim gefirbten Tetrae-
der kommen sogar zwei verschiedene
Farbfolgen vor. Daher kénnen wir jetzt
zwar alle verallgemeinerten Fuflbille mit
n=2 beschreiben: Sie sind verzweigte
Uberlagerungen abgestumpfter platoni-
scher Kérper. Doch verfiigen wir iiber
kein einfaches Verfahren, das simtliche
verallgemeinerten Fuflbille mit 7>2
hervorbringt.

Coda

Sie werden es schon geahnt haben: Das
Ziel unserer Uberlegungen war nicht in
erster Linie die Konstruktion von Billen,
die man gut treten kann. Von unserem
Standpunke aus sind unter anderen die
Fuf$bille besonders interessant, mit de-
nen man gar nicht richtg spielen kann:
Sie haben die Form eines Torus, einer
Brezel oder einer Oberfliche mit noch
mehr Lochern. Denn jede dieser Flichen
ist — in einem etwas verallgemeinerten
Sinn — eine verzweigte Uberlagerung der
Kugeloberfliche. Unsere Konstruktionen
fiir Fuflballmuster lassen sich also auf
diese Flichen iibertragen. Dies ist nur
ein sehr einfaches Beispiel fiir die engen
Bezichungen zwischen Graphen auf Fli-
chen und verzweigten Uberlagerungen,
die in der modernen algebraischen Geo-
metrie eine wesentliche Rolle spielen.

Aber das ist eine andere Geschichte. <]

Dieter Kotschick ist Pro-
fessor fiir Mathematik und
Inhaber des Lehrstuhls fiir
Differentialgeometrie an der
Universitat Miinchen.

Dieser Artikel basiert auf dem Artikel »The
topology and combinatorics of soccer balls«,
der gleichzeitig in der Zeitschrift »American
Scientist« erscheint. Der Autor bedankt sich
bei Volker Braungardt und Allyn Jackson fiir
ihre Unterstiitzung.
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Randen- und Radieschenprimzahlen

Von Willi Botta

Schneidet man eine Rande - auch Rote
Ribe genannt — in Sticke, so ist jede
Schnittflache so rot wie die ganze Rande.
Bei einem Radieschen hingegen ist nur
die dulRere Haut rot, die Schnittflachen
sind weil.

Dementsprechend nennen wir eine im
Dezimalsystem geschriebene Primzahl
eine Randenprimzahl, wenn jede ihrer
aus zusammenhangenden Ziffern gebil-
dete ein- oder mehrstellige Teilzahl wie-
derum eine Primzahl (oder 1) ist. So ist
beispielsweise 173 eine Randenprim-
zahl, weil alle ihre Teilzahlen 1, 7, 3, 17
und 73 obige Bedingung erflillen.

Im Gegensatz dazu ist 60649 eine Ra-
dieschenprimzahl, denn die ganze Zahl

ist zwar prim, aber alle Teilzahlen 6, 60,
606, 6064, 64, 649, 4, 49 und 9 sind zu-
sammengesetzt.

Wie heifst die kleinste Radieschen-
primzahl, und welches ist die groRte
Randenprimzahl?

Schicken Sie lhre Losung in einem fran-
kierten Brief oder auf einer Postkarte an
Spektrum der Wissenschaft, Leserservice,
Postfach 104840, D-69038 Heidelberg.

Unter den Einsendern der richtigen Lo-
sung verlosen wir drei Jahrgangs-CD-
ROMs Spektrum 2005. Der Rechtsweg
ist ausgeschlossen. Es werden alle Lo-
sungen berlcksichtigt, die bis Dienstag,
11. 7. 2006, eingehen.

Losungen zu »Winzers Erbe« (Mai 2006)

Unter den fiinf Kindern sind 45 Fasser ver-
schiedenen Fullungsgrades zu verteilen.
Wir messen den Inhalt jedes Fasses in
Viertelfasseinheiten (VFE) und bezeichnen
jedes Fass mit der Zahl (0, 1, 2, 3 oder 4),
die den Fullungsgrad in VFE angibt.

Jedes Kind soll mindestens ein Fass von
jedem Fullungsgrad bekommen. Durch die-
se Bedingung sind 25 Fasser bereits ver
teilt: Jedes Kind bekommt finf Fasser mit
zusammen 10 VFE Inhalt.

Nur die restlichen 20 Fasser sind noch
so aufzuteilen, dass jedes Kind genau vier
Fasser mit insgesamt 8 VFE bekommit.

Es gibt folgende Maoglichkeiten, aus vier
Fassern 8 VFE zusammenzustellen:

A: 4+4+0+0
4+3+1+40
4+2+2+0
4+2+1+1
3+3+2+0
3+3+1+1
3+2+2+1
2+2+2+2

ITOTMmMmOO®

Aus diesen acht Moglichkeiten A bis H
sind jetzt finf derart auszuwahlen, dass
von jedem Fullungsgrad vier Fasser ver
wendet werden.

Damit die vier vollen Fasser ihren Ab-
nehmer finden, muss ein Kind das Sorti-
ment A bekommen; um die beiden rest-
lichen wvollen Fasser unterzubringen,
stehen die Kombinationen B/C, B/D und
C/D zur Verflgung.

Zu jeder dieser Moglichkeiten missen
noch zwei der vier Sortimente E, F, G, H
ausgewahlt werden. H scheidet in jedem
Fall aus, da wir bereits mindestens ein
halbvolles Fass verteilt haben.

Zu C/D passen nur noch E und F, da
sonst nicht alle zu drei Vierteln geflllten
Fasser verteilt wirden. Bei B/C sind
schon alle leeren Fasser verteilt, was F/G
erzwingt. Bei B/D sind drei der zu einem
Viertel geflllten Fasser verteilt, also
bleibt nur E/G.

Insgesamt erhélt man also folgende drei Lo-
sungen flr die Verteilung der Fasser auf
die funf Kinder: A/B/C/F/G, A/B/D/E/G
und A/C/D/E/FE Dazu bekommt jedes
Kind, wie oben erwahnt, noch ein Fass
von jedem Fillungsgrad.

Die Gewinner der drei T-Shirts »Pioneer 11«
sind Valentin Kreh, Nirnberg; Maresa
Lehmann, Homburg und Henning Schul-
ze, Karlsruhe.

Lust auf noch mehr Ratsel? Unser Wissenschaftsportal wissenschaft-online
(www.wissenschaft-online.de) bietet lhnen unter dem Fachgebiet »Mathe-
matik« jeden Monat eine neue mathematische Knobelei.
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