HYPERBOLISCHE GEOMETRIE

Mathematik mit der Hakelnadel

Man riimpfe nicht die Nase iiber das biedere Werkzeug. Es verschafft uns Einblick

in die abstrakteste nichteuklidische Geometrie.

Von Christoph Péppe

F iir eine aufrechte Feministin muss Dai-
na Taimina, aufgewachsen und pro-
moviert in Lettland, heute Professorin fiir
Mathematik an der Cornell University in
Ithaca (New York), ein echter Stein des
Anstofies sein. Da kimpft frau jahrelang
gegen die tblichen Rollenklischees: Ma-
thematik sei Minnersache und die Frauen
in dem Fach deswegen so krass unterre-
prasentiert, weil ihnen die mathematikty-
pischen Denkfihigkeiten abgingen. All-
mihlich beginnt die Welt sich auf die Er-
kenntnis einzulassen, dassesin Wirklichkeit
keine »minnliche« oder »weibliche« Ma-
thematik gibt und dass die Vorstellung,
Frauen wiirden grundsitzlich anders oder
gar schlechter denken als Minner, chauvi-
nistischer Minnerunfug ist, bullshir mit
deutlicher Betonung auf bu/l.

Und dann kommt Daina Taimina.
Sie sieht nicht nur so aus wie das klas-
sische Hausmiitterchen; sie leistet auch
noch der Vorstellung Vorschub, es gebe
so etwas wie weibliche Mathematik oder,
schlimmer noch, Hausfrauenmathema-
tik. Sie fertigt nimlich ihre mathema-
tischen Modelle durch Hikeln, und das
Ergebnis ihrer Bemithungen gleicht auf
den ersten Blick einem ziemlich ver-
krumpelten Topflappen.

Aber eigentlich ist es ein Modell fiir
etwas hochst unhausfraulich Abstraktes,
nimlich ein Stiick der hyperbolischen
Ebene. Unversehens gerit man (und
frau) damit von der biederen Hikelnadel
zu einer der fundamentalsten Fragen der
Geometrie: Muss die Winkelsumme im
Dreieck stets 180 Grad betragen? Oder,
was auf dasselbe hinausliuft: Gibt es
wirklich zu einer Geraden durch einen
Punke auflerhalb dieser Geraden genau
eine Parallele?

Der antike Mathematiker Euklid
(um 360-280 v. Chr.), der das Wissen
der damaligen Zeit in uniibertrefflicher
Weise systematisierte, war wie alle seine
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Zeitgenossen davon iiberzeugt, konnte
es aber nicht beweisen. So blieb ihm
nichts {ibrig, als diese Aussage unter die
»Axiome« aufzunehmen, jene unbeweis-
baren Grundannahmen, aus denen er die
ganze Geometrie herleitete. Jahrhunder-
telang versuchten Euklids Nachfolger,
diesen vermeintlichen Mangel im Werk
des groflen Meisters auszubessern und
das merkwiirdige Parallelenaxiom, das
eben nicht so elementar und selbstver-
stindlich aussah wie die anderen, aus
diesen anderen herzuleiten.

Leben in einer gekriimmten Welt

Erst im 19. Jahrhundert wurde das Pro-
blem auf unerwartete Weise erledigt. Das
Parallelenaxiom ist keineswegs denknot-
wendig. Vielmehr ist eine Geometrie wi-
derspruchsfrei denkbar, in der es zu einer
Geraden durch einen Punkt auflerhalb
von ihr mehr als eine Parallele gibt — es
sind dann gleich unendlich viele — und
in der die Winkelsumme im Dreieck
stets kleiner ist als 180 Grad. Den Ruhm
fir diese Entdeckung teilen sich Jdnos
Bolyai (1802-1860), Nikolai Iwano-
witsch Lobatschewski (1792—1856) und
Carl Friedrich Gauf$ (1777-1855), der

Mit ihren selbst gehikélten Visuali-
sierungen der hyperbolischen Geometrie
findet Daina Taimina ein zunehmend
interessiertes Publikum.

sein Ergebnis jahrzehntelang unverdffent-
licht hatte liegen lassen, bis Bolyai und
Lobatschewski unabhingig von ihm auf
dieselbe Idee gekommen waren.

An die abstrakte Entdeckung schliefSt
sich alsbald die konkrete Frage an: Wie
lebt es sich in einer solchen nichteukli-
dischen Welt? Wenn die Winkelsumme
im Dreieck nicht kleiner, sondern stets
grofler als 180 Grad sein soll, ist die Ant-
wort nicht schwer. Diese Verhiltnisse
herrschen auf der Oberfliche einer Kugel.
Man nehme zwei Lingengrade, die sich
am Nordpol unter einem Winkel von 90
Grad treffen, und das Stiick Aquator, das
zwischen ihnen liegt, und schon hat man
ein Dreieck mit drei rechten Winkeln
und entsprechend einer Winkelsumme
von 270 Grad. Man muss sich allerdings
vorstellen, dass die Bewohner der Kugel-
oberfliche zweidimensionale Wesen sind.
Alles, was auflerhalb ihrer Lebensfliche
liege, existiert fiir sie einfach nicht.
Gleichwohl kénnen sie erkennen, dass sie
auf einer Kugeloberfliche leben, indem
sie grofSe Dreiecke vermessen und deren
Winkelsummen bestimmen.

Entsprechend kénnte es sein, dass
wir dreidimensionalen Wesen in Wirk-

49




DAINA TAIMINA, MIT FRDL. GEN. VON A. K. PETERS LTD.

Die Pseudosphére ist die Rotationsfldche ei-
ner Kurve namens Traktrix.

lichkeit auf der »Oberfliche« einer vier-
dimensionalen Kugel leben. Wir haben
vielleicht nur deshalb noch nichts davon
gemerkt, weil die Kriimmung unserer
Welt sehr gering ist. Dariiber hinaus hét-
ten wir die grofiten Schwierigkeiten, uns
diese vierdimensionale Kugel anschau-
lich vorzustellen. Wir sind eben in allem

auf drei Dimensionen beschrinkt. Erst
wenn man ein Dreieck aus unserem
Standpunkt und zwei fernen Sternen
nicht nur von hier, sondern auch von
dort aus vermessen konnte, wiirde auf-
fallen, dass die Winkelsumme in diesem
Dreieck grofler ist als 180 Grad.

Oder eben kleiner. In diesem Fall hit-
ten wir noch groflere Schwierigkeiten mit
dem Vorstellungsvermogen. Selbst unsere
gedachten zweidimensionalen Kollegen
wiren nicht auf einer so wohlgeform-
ten Fliche wie der Kugeloberfliche an-
zusiedeln.

Hier entfalten Daina Taiminas Hi-
kelarbeiten ihre segensreiche Wirkung.
Gesucht ist eine Fliche, deren »intrin-
sische Kriimmung« in jedem ihrer Punkte
negativ ist und den gleichen Wert hat. In-
trinsisch heiflt, dass ein Einwohner der
Fliche sie mit auf die Fliche beschrinkten
Mitteln messen kann, zum Beispiel an-

hand der Abhingigkeit des Kreisumfangs
vom Radius. Fiir uns auswirtige Betrach-
ter lduft das darauf hinaus, dass die gauf3-
sche Kriimmung der Fliche in jedem
Punke den gleichen negativen Wert haben
muss. Die gaufische Kriimmung ist das
Produkt der Hauptkriimmungen. Das
heifdt: Die Fliche muss in einer Richtung
nach der einen Seite und in der dazu
senkrechen Richtung nach der anderen
Seite gekriimmt sein. (Man muss die bei-
den Richtungen wihlen, in denen die
Kriimmung ihre Extremwerte annimmc.)
Ist die Fliche in der einen Richtung sehr
stark gekriimmt, darf sie in der anderen
fast eben sein; nur das Produkt der
Kriimmungen muss stimmen. Und fiir

Ein und derselbe hyperbolische Topflappen
bietet je nachdem, wie er gefaltet wird, die
verschiedensten Anblicke.

EINE LANDKARTE DER HYPERBOLISCHEN EBENE

In der klassischen Darstellung von Henri Poincaré (1854 -
1912) wird die ganze unendliche hyperbolische Ebene ins Inne-
re eines endlichen Kreises abgebildet. Das funktioniert, weil der
MaBstab, mit dem Entfernungen gemessen werden, umso star-
ker schrumpft, je ndher man dem Rand des Kreises kommt. Wir
betrachten gleichsam die hyperbolische Ebene durch eine sehr
merkwirdige Linse, die ferne Gebiete umso starker verkleinert,
je weiter entfernt sie sind. Die Linse deformiert Geraden zu
Kreisbogen, die auf dem Rand des Poin-
caré-Kreises senkrecht stehen.

Die poincarésche Kreisscheibe erlaubt
eindrucksvolle Darstellungen. So ist auf
den ersten Blick zu sehen, wie die Ebene
mit rechtwinkligen Fiinfecken (jawohl,
finf rechte Winkel) zu pflastern ist (Spek-
trum der Wissenschaft 10/1990, S. 12, und
4/2008, S. 65). Entsprechend kann man
den dreidimensionalen hyperbolischen
Raum lickenlos mit rechtwinkligen Dode-
kaedern vollstapeln. Die Poincaré-Darstel-
lung bildet diesen ganzen Raum in das In-
nere einer Vollkugel ab; das preisgekrénte
Video »Not Knot« (deutsch: »Knoten ohne

Knoten«) des Geometry Center in Minneapolis (Minnesota) zeigt
einen spektakuldren Flug durch den hyperbolischen Raum in die-
ser Darstellung, mit einem Gitter aus rechtwinkligen Dodekaedern
(Bild). Die bekannten Werke namens »Kreislimit« des niederldn-
dischen Kiinstlers Maurits C. Escher (1898 -1972) beruhen eben-
falls auf dem Poincaré-Modell der hyperbolischen Ebene.

Poincarés Linse ist winkeltreu. Sie bildet Gerades auf Krummes
ab, gibt aber die Winkel zwischen zwei Linien (das heift zwischen
deren Tangenten im Schnittpunkt) korrekt
wieder. Deswegen ist sie fiir die Sache mit
der Winkelsumme ein geeignetes Darstel-
lungsmittel. Andere Aspekte dagegen dro-
hen durch die Linsenverzerrung unterzuge-
hen. Wer wiirde in dieser Darstellung schon
sehen, dass der Umfang eines Kreises vom
Radius r stets groBer ist als 27r? Gesellige
Typen wissen diesen Aspekt des Lebens im
hyperbolischen Raum zu schatzen: Die An-
zahlder Bekannten, die in einer Entfernung
von hochstens r zu erreichen sind, ist gro-
Rer als im euklidischen Raum. Der Unter-
schied wird mit zunehmender Entfernung
rimmer ausgepragter.
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den zweidimensionalen Einwohner der
Fliche kommt es auf diese Feinheiten
tiberhaupt nicht an. Seine Welt sicht an
jeder Stelle gleich aus, einerlei, ob wir an
dieser Stelle zwei bis aufs Vorzeichen glei-
che oder um GréfSenordnungen verschie-
dene Kriimmungen messen.

Die einfachste Fliche konstanter ne-
gativer gaufSscher Kriimmung ist die so
genannte Pseudosphire. Sie sieht aus wie
ein unendlich langes Trompetenrohr, das
in einen Schalltrichter endlicher Grofie
miindet (Bild links oben). Uber dessen
Rand hinaus ist sie nicht verlingerbar.
Wollte man es trotzdem versuchen, so
wiirde die Fliche sich kriuseln und selbst
iiberschneiden.

Wenn aber die Fliche nicht starr ist,
sondern aus gehikeltem Stoff besteht,
geht sie jeder Selbstiiberschneidung aus
dem Weg, indem sie sich geeignet verbiegt
(Bilder links). Die intrinsische Geometrie
wird dadurch nicht gestort: Was die zwei-
dimensionalen Wesen an Winkeln und
Entfernungen messen, bleibt bei derar-
tigen Deformationen unverindert.

Wie hikelt man denn nun eine hy-
perbolische Fliche? Dem grof8en theore-
tischen Aufwand zum Trotz ist das Re-
zept verbliiffend einfach. Man hikele
eine ringférmig geschlossene Reihe aus
einer gewissen Anzahl Maschen. An die-
se fiige man weitere Reihen an; dabei
enthilt jede neue Reihe um einen kon-
stanten Faktor mehr Maschen als ihre
Vorgingerin. Soll dieser Faktor zum Bei-
spiel 7/6 sein, hikelt man in jede sechste
Masche der alten Reihe zwei Maschen
der neuen ein statt nur eine.

Rundungsfehler sind unvermeidlich:
Wenn die Maschenzahl einer Reihe kein
Vielfaches von 6 ist, dann miisste ihre
Nachfolgerin eine nichtganze Anzahl
von Maschen haben. Solange die Reihen
kurz sind, fallen diese Fehler noch auf,
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lassen sich aber auf die Dauer gut aus-
gleichen. Beginnt man mit sehr kleinen
Maschenzahlen, so entsteht zunichst das
Trompetenrohr der Pseudosphire. Aber
man kann eben iiber die Grenze der
Selbstiiberschneidung hinaushikeln.

Allerdings ist gerade dieses enge Rohr
keine korrekte Wiedergabe der hyperbo-
lischen Ebene. Dort kommt es nimlich
nicht vor, dass man ein kurzes Stiick »ge-
radeaus« (in der Wahrnehmung des Fli-
chenbewohners) laufen kann und bereits
nach kurzer Strecke in den eigenen Fuf3-
stapfen steht, was auf dem kurzen Weg
rund ums Trompetenrohr der Fall ist.
Vielmehr muss man sich die hyperbo-
lische Ebene, genauer: ein Stiick dersel-
ben, unendlich oft ums Trompetenrohr
gewickelt vorstellen.

Hyperbolische Strampler
Die klassische Darstellung der hyperbo-
lischen Ebene ist die poincarésche Kreis-
scheibe (Kasten links). Mit ihrer Hilfe
kann man nachvollziehen, dass die Pseu-
dosphire nur einen Ausschnitt der kom-
pletten hyperbolischen Ebene wieder-
gibt — und Daina Taiminas Hikelwerk
einen etwas groferen Ausschnitt.
Andererseits: Die hyperbolische Geo-
metrie ist nicht auf die hyperbolische Ebe-
ne beschrinke (Spektrum der Wissen-
schaft 5/2009, S. 74). Nehmen wir ein re-
gelmifSiges Achteck in der hyperbolischen
Ebene, das so bemessen ist, dass seine In-
nenwinkel 120 Grad betragen. Mit diesen
Kacheln kann man, drei um jeden Eck-
punke, die ganze hyperbolische Ebene lii-
ckenlos pflastern. Indem man nun gegen-
iiberliegende Seiten dieses Achtecks mitei-
nander identifiziert, schafft man ein neues,
geschlossenes Gebilde mit endlichem Fli-
cheninhalt, ebenso wie aus einem eukli-
dischen Rechteck durch Identifizieren ge-
geniiberliegender Seiten ein Torus wird.

MENSCH & GEIST

Ein Achteck in der hyperbolischen Ebene,
bei dem gewisse Seiten identifiziert werden
(unten), ergibt eine Strampelhose besonde-
rer Art, gehdkelt von Sarah-Marie Belcastro.

C. POPPE, NACH: SARAH-MARIE BELCASTRO

In beiden Fillen erbt das neue Gebilde
seine Geometrie, insbesondere die intrin-
sische Kriimmung, vom alten.

Hier findet auch die unvermeid-
liche Frage »Hat denn die ganze Hikelei
einen praktischen Nutzwert?« eine iiber-
zeugende Antwort. Man identifiziere in
einem hyperbolischen Achteck nicht ge-
geniiberliegende Seiten, sondern gewisse
andere Paare von Seiten, wihrend andere
frei bleiben (Bild oben). Das Resultat ist
ein Strampelhéschen! Taiminas Fachkol-
leginnen Sarah-Marie Belcastro und Ca-
rolyn Yackel geben detaillierte Hikelan-
leitungen fiir verschiedene Groflen vom
Neugeborenen bis zum Fiinfjihrigen.

Damit nicht genug: Eine Gruppe, die
sich bei der gemeinsamen Jahrestagung
der amerikanischen Mathematikerver-
binde AMS und MAA 2005 konstituier-
te, pflegt noch weitere Spielarten der »Fa-
denkunst« (fiber arts), von positiv ge-
kriimmten Flichen, sprich Hikelmiitzen,
tiber algebraische Socken bis hin zu Stick-
arbeiten, die naheliegenderweise die Sym-
metriegruppen der Ebene zum Thema

haben. <

Christoph Poppe ist Redakteur
bei »Spektrum der Wissen-
schaft«.
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Weblinks zu diesem Thema finden Sie unter www.
spektrum.de/artikel/1017412.
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