[ [ il [ @ ][]
. ] ]

mEEE )
'?IEDD ]
00
L]

=II
i

L]

70 00 3
2 (B 1]
CrEEH

L
[ | =
E miSusmaSSs ssuasssEs G
] LI

|l O

lﬁg&gg [ -

: Eal:uﬂ_lﬂnmb

e [ [ eewe (W
[ | e [
s m | [(amm

]
C OO
COmmC00 00
= ms smssss

~§ ENEEENENENEES EESEEEE
DDSIIIIIIIDIIIIDIEEDI
O
=

u |
| | = | [esEs
| Ee | S8 s

|l
menn ma | |
SnEnEs | =8 sees | | | (=

mEE | e [ 111 ]
[ | . ]

|

[ ] [
OO0

[  mennnn

mEEn
OO
COmmO00

Spektrum der Wissenschaft, 1979, Heft 10




Die Renormierungs-

Zruppe
Von Kenneth G. Wilson

Zu den bemerkenswerten FEigen-

schaften der Natur gehdren die GroBen-
unterschiede ihrer Erscheinungen. Bei-
spielsweise erstrecken sich die Stromun-
gen in den Ozeanen tliber Tausende von
Kilometern, und auch die Gezeiten ha-
ben globale Ausmaf3e. Dagegen liegt die
GroBe der Wellen zwischen einigen Me-
tern und einigen Millimetern. In noch
kleinerem MaBstab betrachtet ist See-
wasser eine Ansammlung von Molekii-
len, deren Durchmesser ungefidhr zehn
Millionstel eines Millimeters betrdgt. Die
groBten und kleinsten Strukturen der
Ozeane unterscheiden sich also um den
Faktor 107 (um siebzehn GroBenord-
nungen).

Ereignisse, die sich in sehr verschiede-
nen GroBenordnungen abspielen, beein-
flussen sich im allgemeinen kaum, so daf
sie unabhdngig voneinander betrachtet
werden konnen: Ob sich benachbarte
Wasser-Molekiile im Pazifischen Ozean
oder in einer Teekanne befinden, spielt
fir ihre Wechselwirkung untereinander
so gut wie keine Rolle, und das Verhal-
ten einer Welle im Meer 14t sich be-

‘Bild 1: Ferromagnete sind Festkorper, die un-
terhalb einer bestimmten Temperatur, der Cu-
rie-Temperatur T¢c, magnetisch sind. Die Ma-
gnetisierung beruht auf der Tatsache, daB die
elektrisch negativ geladenen Elektronen dieser
Stoffe einen Eigendrehimpuls (einen Spin) ha-
ben und daher auch ein kleines magnetisches
Moment besitzen. Weist die Mehrzahl dieser
Momente in dieselbe Richtung, so macht sich
das nach auBlen als Magnetismus bemerkbar.
Die wesentlichen Eigenschaften eines Ferroma-
gneten lassen sich mit einem Modell beschrei-
ben, in dem die magnetischen Momente der
Elektronen nur in zwei Richtungen weisen kon-
nen (siehe Bild 2): nach oben oder nach unten.
In den drei hier gezeigten Teilbildern wird das
durch die kleinen schwarzen und weiBen Qua-
drate symbolisiert: jedes schwarze Quadrat ent-
spricht einem nach oben weisenden, jedes wei-
fe Quadrat einem nach unten weisenden ma-
gnetischen Moment. Bei grofien Temperaturen,
beispielsweise der doppelten Curie-Temperatur
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schreiben, ohne daf3 man von der mole-
kularen Struktur der Fliissigkeit Notiz zu
nehmen hitte. Die meisten physikali-
schen Theorien sind nur deswegen prak-
tikabel, weil man sich auf Vorgéinge be-
schrinkt, die gleiche GréBenordnungen
haben.

Allerdings gibt es Phdnomene, bei de-
nen man nicht so verfahren kann. Ein
Beispiel ist das Verhalten von Wasser
bei einem Druck von 217 Atmosphiren
und einer Temperatur von 647 Kelvin
(374 Grad Celsius). Bei dieser Kombina-
tion von Druck und Temperatur — dem
kritischen Punkt — verschwindet der Un-
terschied zwischen Fliissigkeit und
Dampf. Bei hoheren Driicken gibt es nur
eine Phase, die den gesamten verfiigba-
ren Raum ausfiillt. In der Néhe des kriti-
schen Punktes treten im Wasser Dichte-
schwankungen (Fluktuationen) auf. Es
entstehen Fliissigkeitstropfen, die mit
Dampfblasen durchsetzt sind. Die klein-
sten dieser Tropfen und Blasen haben
die GroBe einzelner Molekiile, die groB-
ten nehmen nahezu das gesamte Volu-
men ein. Befindet man sich genau am

(oberes Bild), weisen die magnetischen Mo-
mente etwa ebenso oft in die eine wie in die an-
dere Richtung. Thre Wirkungen heben sich da-
her gegenseitig auf. AuBerdem findet man nur
kleine Gebiete, in denen benachbarte Magnete
in die gleiche Richtung zeigen. In der Nihe der
Curie-Temperatur (mittleres Bild) treten auch
groBere Gebiete mit gleichgerichteten magneti-
schen Momenten auf. Bei der Curie-Tempera-
tur (unteres Bild) setzt dann die Magnetisierung
ein. Jetzt haben die magnetischen Momente
iiberwiegend eine der beiden moglichen Orien-
tierungen, und der Festkorper weist groBe Ge-
biete auf, in denen die magnetischen Momente
gleichartig orientiert sind. Daneben gibt es aber
immer noch die kleinen Gebiete gleicher
Orientierung, die fiir hohere Temperaturen
charakteristisch sind. Bei der theoretischen Be-
handlung eines Ferromagneten mufl man also
Reichweiten sehr unterschiedlicher GroBenord-
nung beriicksichtigen. Das gelingt mit Hilfe der
Renormierungsgruppen-Methode.

Wird das Verhalten eines phy-
sikalischen Systems durch eine
Kraft bestimmt, deren grofite
und kleinste Reichweiten sich
um viele Groflenordnungen
unterscheiden, so ist die theore-
tische Behandlung des Systems
schwierig. Ein als Renormie-
rungsgruppen-Methode  be-
zeichnetes Verfahren hilft, der
Schwierigkeiten Herr zu wer-
den.

kritischen Punkt, so werden die groBten
Fluktuationen unendlich, ohne daB die
kleineren Fluktuationen verschwinden.
Eine Theorie, die das Verhalten des
Wassers in der Nihe des kritischen
Punktes beschreiben will, muB also Fluk-
tuationen aller GroBSenordnungen be-
riicksichtigen.

Fiir Probleme der Physik und anderer
Forschungsgebiete, die von dieser Art
sind, hat man exakte Losungen bisher
nur in wenigen Féllen gefunden. Oft
filhrt sogar die Anwendung bewéhrter
Niherungsverfahren nicht zu befriedi-
genden Resultaten. In den letzten zehn
Jahren wurde aber eine neue Methode,
die diese Situation dndern konnte, ent-
wickelt. Sie beruht auf der Anwendung
der Renormierungsgruppe, und wir wol-
len sie hier am Beispiel ferromagneti-
scher Stoffe erldutern.

Ferromagnete

Ferromagnetische Stoffe sind magne-
tisch, wenn sie Kilter als eine kritische
Temperatur sind, die man zu Ehren des
franzosischen Physikers Pierre Curie
als Curie-Temperatur bezeichnet. Die
Curie-Temperatur des Eisens liegt bei
1044 Kelvin (1317 Grad Celsius). Er-
hitzt man ein Stiick Eisen {iber diese
Temperatur, so verliert es seine Magne-
tisierung. LaBt man es wieder abkiihlen,
so bleibt die Magnetisierung Null, bis die
Curie-Temperatur erreicht ist. Danach
wird das Eisen plotzlich magnetisch, und
mit weiter fallender Temperatur nimmt
seine Magnetisierung gleichmaBig zu.

Die Magnetisierung ferromagnetischer
Stoffe beruht auf der Tatsache, daB die
Elektronen dieser Stoffe einen FEigen-
drehimpuls (einen Spin) haben. Bildlich
gesprochen drehen sich die Elektronen
stindig um ihre eigene Achse. Da sie
elektrisch negativ geladen sind, induzie-
ren sie ein kleines magnetisches Dipol-
moment, das hei3it, jedes Elektron wirkt
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wie ein winziger Magnet mit einem
Nord- und einem Siidpol und erzeugt ein
Magnetfeld. Den Spin und das magneti-
sche Moment des Elektrons stellt man
durch Vektoren dar und symbolisiert sie
durch einen Pfeil, der vom Siidpol zum
Nordpol des Magnetfeldes weist.

Zwar besitzt ein Ferromagnet eine
komplexe atomare Struktur, aber seine
wesentlichen Eigenschaften lassen sich
mit einem Modell beschreiben, in dem
weder Atome noch irgendwelche ande-
ren Teilchen, sondern nur Spin-Vekto-
ren auftreten, die sich an den Kreuzungs-
punkten eines Gitters befinden (Bild 2).
Der Einfachheit halber wihlt man ein
zweidimensionales, rechtwinkliges Git-
ter, dessen Kreuzungspunkte (Gitter-
punkte) alle die gleichen Abstinde von-
einander haben. An jedem Gitterpunkt
charakterisiert ein Spin-Vektor die Rich-
tung eines magnetischen Momentes
(Bild 2). Es gibt in diesem Modell nur
zwei erlaubte Spin-Richtungen: die
Spins konnen nur nach oben oder nach
unten zeigen. Zeigt mehr als die Hilfte
der Spin-Vektoren in dieselbe Richtung,
so heben sich die magnetischen Momen-
te gegenseitig nicht vollkommen auf, und
das System ist magnetisiert. Man kann
die Stirke der Magnetisierung also durch
die Differenz zwischen den Anzahlen der
Spin-Vektoren definieren, die nach oben
und nach unten zeigen.
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Ein Ferromagnet unterscheidet sich
von anderen Materialien dadurch, dalB
zwischen benachbarten Spins eine Kopp-
lung besteht: die Gesamtenergie zweier
benachbarter Spins ist kleiner, wenn ihre
Vektoren parallel stehen (in dieselbe
Richtung weisen), als wenn sie antipar-
allel stehen (in entgegengesetzte Rich-
tungen weisen). Benachbarte Spins ha-
ben also die Tendenz, sich gleichartig
auszurichten. In unserem zweidimensio-
nalen, rechtwinkligen Gitter wird jeder
Spin von vier Nachbarn beeinfluBt.

Die Kopplung zwischen benachbarten
Spins sollte dazu fithren, daB alle Spins in
die gleiche Richtung weisen und ein Fer-
romagnet stets maximal magnetisiert ist,
weil er sich dann im Zustand niedrigster
Energie befindet. Tatséchlich verhindert
jedoch die thermische Bewegung der
Atome und Elektronen, daB alle Spins in
die gleiche Richtung zeigen. Bei Tempe-
raturen oberhalb des absoluten Null-
punktes dndern stindig einige Spins ihre
Richtung (sie ,.klappen um*), und sie
tun das selbst dann, wenn der Ferroma-
gnet dadurch in einen Zustand hoherer
Energie gelangt. Mit steigender Tempe-
ratur nimmt die thermische Bewegung
zu. Infolgedessen wird die Magnetisie-
rung schwiicher, und bei der Curie-Tem-
peratur verschwindet sie ganz (Bild 3).

Der Widerstreit zwischen der Tendenz
der Spins, sich parallel auszurichten, und

Bild 2: Als Modell eines Ferromagneten eignet
sich ein zweidimensionales Gitter von Spin-
Vektoren, deren jeder einem magnetischen
Moment entspricht. Die an vier benachbarten
Punkten des Gitters befindlichen Spins kinnen
die sechzehn hier gezeigten Konfigurationen
bilden. Zwischen benachbarten Spins besteht
eine Kopplung, das heiBt, sic haben die Ten-
denz, sich parallel auszurichten, also in dieselbe
Richtung zu weisen. Konfigurationen mit paral-
lel stehenden Spins sind daher hiufiger (sie ha-
ben eine grofiere Wahrscheinlichkeit P) als
Konfigurationen mit antiparallelen, also in ver-
schiedene Richtungen weisenden Spins. Die
Stiirke der Kopplung und folglich auch die
Wahrscheinlichkeit P éindern sich mit der Tem-
peratur. Die hier angegebenen P-Werte gelten
fiir die Kopplungsstiirke 1/2, die einer Tempe-
ratur von 2 (in geeignet gewiihlten Einheiten)
entspricht. Die Magnetisierung M einer Spin-
Konfiguration ist gleich der Differenz zwischen
den Anzahlen der nach oben und nach unten
weisenden Spins. Die Magnetisierung des ge-
samten Systems erhiilt man, wenn man die Ma-
gnetisierungen der einzelnen Konfigurationen
mit den zugehirigen Wahrscheinlichkeiten
multipliziert und die Produkte addiert.

der durch thermische Anregung beding-
ten Unordnung laBt sich in unserem Mo-
dell beriicksichtigen, indem man eine
GroBe K, die Stirke der Kopplung zwi-
schen benachbarten Spins, einfiihrt, die
umgekehrt proportional zur Temperatur
T ist. Wihlt man geeignete MaBeinhei-
ten, so kann K dem Kehrwert der Tem-
peratur gleichgesetzt werden: K = 1/T.

Die Stirke der Kopplung ermittelt
man aus der Wahrscheinlichkeit, mit der
zwei benachbarte Spins parallel stehen
(Bild 2). Ist die Temperatur Null, so gibt
es keine thermische Anregung, und be-
nachbarte Spins stehen mit Sicherheit
parallel. Die Wahrscheinlichkeit ist Eins
und die Stiirke der Kopplung Unendlich.
Bei hohen Temperaturen tritt fast keine
Wechselwirkung zwischen den Spins auf.
Jeder Spin kann so gut wie unabhingig
von seinen Nachbarn nach oben oder
nach unten zeigen. Die Wahrscheinlich-
keit, daBl zwei Spins parallel stehen, ist
genau so grol wie die Wahrscheinlich-
keit, daB sie antiparallel stehen, und be-
trigt 1/2. Die Stirke der Kopplung ni-
hert sich dem Wert Null. Bei Temperatu-
ren zwischen diesen beiden Extremen
muBl die Wahrscheinlichkeit, daBl zwei
benachbarte Spins parallel stehen, zwi-
schen 1/2 und 1 und die Stdrke der
Kopplung zwischen Null und Unendlich
liegen.

Wir wollen jetzt annehmen, daB in ei-
nem groBen zweidimensionalen Gitter
die Orientierung eines Spins festgehalten
wird, so daB dieser Spin immer nach
oben zeigt. Die Spins der vier benach-
barten Gitterpunkte sind an den festge-
haltenen Spin gekoppelt. Die Wahr-
scheinlichkeit, daB sie nach oben zeigen,
ist daher groBer als 1/2.

Natiirlich beeinfluBt der festgehaltene
Spin indirekt auch entferntere Spins: Da
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die unmittelbar benachbarten Spins dazu
tendieren, ofter nach oben zu zeigen als
nach unten, bewirken sie bei ihren un-
mittelbaren Nachbarn eine dhnliche
Tendenz. Die Spins, deren Richtungen
durch den einen festgehaltenen Spin be-
einfluBt werden, bezeichnen wir als kor-
reliert. Die groBte Entfernung, fiir die ei-
ne Korrelation der Spins feststellbar ist,
heiBt Korrelationslange. Zwei Spins, de-
ren Abstand voneinander groBer ist als
die Korrelationslidnge, sind in ihrem Ver-
halten unabhéngig. Bei sehr hoher Tem-
peratur gilt das fiir nahezu alle Spins, das
heiBt, die Korrelationsldnge ist praktisch
Null (Bild 1). Fillt die Temperatur, so
nimmt die Kopplung zwischen den Spins
zu. Es entstehen Korrelationen iiber gro-
Bere Entfernungen. Sie bewirken Fluk-
tuationen der Spin-Orientierung, das
heiBt, sie fiihren dazu, daB in kleinen Be-
reichen Spins mit iiberwiegend gleichen
Richtungen auftreten. Zwar heben sich
die Magnetisierungen solcher kleinen
Bereiche zunichst immer noch gegensei-
tig auf, aber die Struktur des Gitters un-
terscheidet sich nennenswert von der
Struktur bei sehr hoher Temperatur.

Nihert sich die fallende Temperatur
dem Curie-Punkt, so wiachst die Korrela-
tionslinge rasch an, und die Spin-Fluk-
tuationen gewinnen an GroBe, doch wer-
den kleinere Fluktuationen nicht unter-
driickt, sondern bilden eine feinere Struk-
tur innerhalb einer gréberen (Bild 1).
Mit anderen Worten: In einer groBen
Fluktuation stehen nicht alle Spins paral-
lel. Sie umfaBt vielmehr mehrere kleine-
re Fluktuationen und wird nur dadurch
erkennbar, daB insgesamt eine Spinrich-
tung iiberwiegt. So kann in einem
»Meer** von Spins, die groBtenteils nach
oben zeigen, eine ,,Insel** von hauptsich-
lich nach unten gerichteten Spins liegen,
auf der es einen ,,See** von nach oben ge-
richteten Spins gibt, mit ,,Inselchen*, de-
ren Spins nach unten zeigen. Die kleinste
Fluktuation ist der einzelne Spin.

Ist die Temperatur genau gleich der
Curie-Temperatur, wird die Korrela-
tionslinge unendlich, das heift, beliebig
weit voneinander entfernte Spins sind
jetzt korreliert. Gleichzeitig bestehen
aber weiterhin kleinere Fluktuationen
mit Reichweiten in allen GroBenordnun-

Bild 4: Mit der Grifle des Gitters (mit der An-
zahl der Gitterpunkte) nimmt die Zahl der
miglichen Spin-Konfigurationen exponentiell
zu: Fiir n Spins, deren jeder zwei Werte (Orien-
tierungen) annehmen kann, gibt es 2" verschie-
dene Konfigurationen. Ein quadratisches Gitter
aus 100 x 100 Spins hiitte 2'* * oder 10°%
Konfigurationen. Selbst die schnellsten Re-
chenmaschinen kionnten die Wahrscheinlich-
keiten so vieler Konfigurationen nicht bestim-
men. Die Aufgabe wiire viel zu umfangreich.
Die Grenzen des praktisch Miglichen werden
bereits mit einem (6 x 6)—Gitter erreicht.
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Spontane Magnetisierung
o

Spinstellung
,nach unten"

Bild 3: Die Magnetisierung eines Ferromagne-
ten kann unterhalb der Curie-Temperatur zwei
Werte annehmen, die entgegengesetzt gleich
sind (farbige Kurve). Die Magnetisierungen
entsprechen Zustiinden, in denen die meisten
Spins entweder nach oben oder nach unten zei-
gen und deren Auftreten in Abwesenheit eines
iiuferen Magnetfeldes gleich wahrscheinlich ist.
Oberhalb der Curie-Temperatur verschwindet
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die Magnetisierung. Die schwarze Kurve zeigt
den Verlauf der magnetischen Suszeptibilitiit.
Diese Grifie, die bei der Curie-Temperatur
den Wert Unendlich erreicht, gibt an, wie sich
die Magnetisierung unter dem EinfluB eines
schwachen iiuleren Magnetfeldes éindert. In der
Nihe der Curie-Temperatur bewirken kleine
Anderungen der Temperatur oder des Magnet-
feldes grofe Anderungen der Magnetisierung.

2% 104

2 x 10

6 x 10"

7x10'°

3 % 107

65 536

Anzahl der Spin-Konfigurationen

512

16

1x1

2x2 3x3 4x4 5x5 6x6 7x7 B8x8 9x9 10x10

Anzahl der Gitterpunkte
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Einteilung des Anfangsgitters in Blocke

i

70

Block-Spin-Gitter

x

<$—c<

— —

verkleinertes
Block-Spin-Gitter

4 Bild 5: Ein quadratisches Gitter mit 9 x 9 Spins
liiBt sich durch eine Block-Spin-Transformation
in ein Gitter aus 3 x 3 Block-Spins umwandeln.
Man bildet im Anfangsgitter (oben) Blocke aus
3 x 3 Spins (graue Rahmen) und untersucht fiir
jeden dieser Blocke, wieviele Spins nach oben
und wieviele nach unten zeigen. Ist die Mehr-
zahl der Spins in einem Block nach oben gerich-
tet, so ersetzt man den gesamten Block durch
einen Block-Spin, der gleichfalls nach oben
zeigt. Im Gitter der Block-Spins (Mitte) haben
die Gitterpunkte einen dreimal so grofien Ab-
stand voneinander wie im Anfangsgitter. Man
verkleinert das Gitter, so daB die Abstiinde zwi-
schen den Block-Spins ebenso groB werden wie
die Abstiinde im Anfangsgitter unten. Danach
kann man die Block-Spin-Transformation auf
das entstandene Block-Spin-Gitter anwenden
und kommt so zu Block-Spins der zweiten Ge-
neration (siehe Bild 7).

Bild 6: Um die Wahrscheinlichkeiten P der’
Spin-Konfigurationen eines Block-Spin-Gitters
zu ermitteln, addiert man die Wahrscheinlich-
keiten aller Spin-Konfigurationen des Anfangs-
gitters, die zu einer Spin-Konfiguration des
Block-Spin-Gitters beitragen. Die Rechnung
wird hier fiir ein System aus sechs Spins in ei-
nem dreieckigen Gitter gezeigt. Man bildet zwei
Bliocke zu je drei Spins (grane Rahmen) und er-
setzt jeden Block durch einen Block-Spin, des-
sen Orientierung nach dem Mehrheitsprinzip
festgelegt wird (siche Bild 5). Die sechs Spins
der beiden Blicke kinnen 64 verschiedene
Konfigurationen bilden, die im Hauptteil des
Bildes so auf die vier Spalten verteilt worden
sind, dafB alle Konfigurationen einer Spalte die
gleiche Block-Spin-Konfiguration (untere Zei-
le) ergeben. Fiir die Stirke der Kopplung im
Anfangsgitter wird der Wert 1/2 angenommen.
Daraus ergeben sich die in der obersten Zeile
gezeigten Wahrscheinlichkeiten fiir die vier
moglichen Konfigurationen unmittelbar be-
nachbarter Spins. Mit diesen Werten berechnet
man die Wahrscheinlichkeiten aller Konfigura-
tionen des Anfangsgitters. Diese werden ad-
diert und ergeben so die in der untersten Zeile
stehenden Wahrscheinlichkeiten der vier
Block-Spin-Konfigurationen. Man sieht, dafl
die Block-Spin-Konfigurationen andere Wahr-
scheinlichkeiten haben als die vier Konfigura-
tionen unmittelbar benachbarter Spins im An-
fangsgitter. Das bedeutet, dafl im Block-Spin-
Gitter eine andere Stirke der Kopplung zwi-
schen benachbarten Spins besteht oder, anders
ausgedriickt, daB das Block-Spin-Gitter einem
Zustand bei einer anderen Temperatur ent-
spricht als das Anfangsgitter.

Spektrum der Wissenschaft, 1979, Heft 10



Wabhrscheinlichkeiten der Konfigurationen benachbarter Spins im Anfangsgitter
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Bild 7: Hier wird die Block-Spin-Transforma-
tion viermal nacheinander auf ein Spin-Gitter
angewandt, das sich etwas iiber der Curie-Tem-
peratur T¢ (links), etwas darunter (rechts) oder
genau bei dieser Temperatur (Mitte) befindet.
In jedem Fall besteht das Anfangsgitter aus
236 196 Spins, von denen die oberen Diagram-
me jeweils nur einen Teil zeigen. Bei jeder
Block-Spin-Transformation wird ein Block aus
neun Spins durch einen Block-Spin ersetzt. Die
zweiten Diagramme von oben sind jeweils Aus-
schnitte aus Systemen mit 26 244 Block-Spins.
Erst die dritten Diagramme von oben zeigen
das nach der zweiten Block-Spin-Transforma-
tion auf 2916 Block-Spins geschrumpfte System
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vollstiindig. Nach der vierten Block-Spin-
Transformation sind nur noch 36 Block-Spins
iibrig, deren jeder 6561 Spins des Anfangsgit-
ters reprisentiert. Die erste Transformation eli-
miniert alle Fluktuationen, deren Reichweite
kleiner als drei Gittereinheiten ist. Bei der
zweiten Transformation verschwinden auch die
Fluktuationen mit Reichweiten zwischen drei
und 9 Gittereinheiten, nach der dritten Trans-
formation sind nur noch Fluktuationen mit
Reichweiten iiber 27 Gittereinheiten iibrig und
so weiter. Man sieht, daB sich im linken Bildteil
(also oberhalb der Curie-Temperatur) die Ver-
teilung schwarzer und weiller Quadrate mit zu-
nehmender Zahl der Transformationen immer
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mehr einer statistischen Verteilung niihert und
daB die schlieBlich iibrig bleibenden Fluktuatio-
nen klein sind. Die statistische Verteilung der
Spin-Orientierungen entspricht der Tatsache,
daB das System oberhalb der Curie-Temperatur
nicht magnetisch ist. Im rechten Bildteil dage-
gen wird die Spin-Orientierung immer einheitli-
cher, das heifit, eine Orientierung iiberwiegt,
das System ist magnetisch. Im mittleren Bildteil
ihneln sich die durch Block-Spin-Transforma-
tionen auseinander hervorgehenden Diagram-
me in der GroBenverteilung der Fluktuationen.
Das zeigt, daB sich das System auf der Tempe-
raturskala an einem Fixpunkt befindet, in die-
sem Fall der Curie-Temperatur. -

Block-Spin-Gitter der zweiten Generatic
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gen. Das System bleibt nach auBen hin
unmagnetisiert, ist aber schon gegen
kleine Anderungen auBerordentlich
empfindlich. Wird beispielsweise ein
Spin in  Aufwirtsrichtung festgehalten,
so pflanzt sich diese Storung iiber das
Gitter fort, und das gesamte System wird
magnetisiert.

Unterhalb der Curie-Temperatur wird
das System sogar ohne eine duflere Sto-
rung magnetisch. Man kann die Magneti-
sierung messen, aber dem Gitter sdhe
man sie auf den ersten Blick nicht an

Block-Spin-Gitter

der dritten Generation
L r' =
« "  Block-Spin-
f -.b : E‘I" Gitter der
vierten
= Generation
- L]
L}
- l.l
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(Bild 7), denn weiterhin bestehen Fluk-
tuationen verschiedener GroBenordnun-
gen. Erst wenn das System weiter ab-
kiihlt und durch die stirkere Kopplung
immer mehr Spins in die bevorzugte
Richtung zeigen, erkennt man, daB eine
bevorzugte Richtung existiert. Beim ab-
soluten Nullpunkt weisen dann alle Spins
in diese Richtung.

Dichteschwankungen in Fliissigkeiten,
die sich in der Nihe des kritischen Punk-
tes befinden, dhneln den Spin-Fluktua-
tionen im Gitter eines Ferromagneten,

— bt

Block-Spin-Gitter der zweiten Generation

haben aber den Vorteil, daB man sie di-
rekt beobachten kann. Erreicht die Kor-
relationslinge wenige Tausendstel Milli-
meter, so beginnen die Fluktuationen
Licht zu streuen, und die Fliissigkeit be-
kommt ein milchiges Aussehen. Man be-
zeichnet diese Erscheinung als kritische
Opaleszenz. Die kritische Opaleszenz
verschwindet nicht, wenn sich die Tem-
peratur weiter dem kritischen Punkt na-
hert und Fluktuationen auftreten, die
mehrere Millimeter oder Zentimeter
groB sind. Die kleineren Fluktuationen

Block-Spin-Gitter
der dritten Generation

e inmn

Block-Spin-
Gitter der
vierten
ms  Generation
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bestehen also weiter. Auch bei Ferroma-
gneten gibt es eine kritische Opaleszenz,
doch macht sie sich nicht im sichtbaren
Licht bemerkbar. Man erkennt sie, wenn
man den Ferromagneten mit Neutronen
durchstrahlt.

Das Ising-Modell

Das Modell des Spin-Gitters, das ich
hier beschricben habe, wurde in den
zwanziger Jahren von den deutschen
Physikern Wilhelm Lenz und Ernst Ising
entwickelt. Man bezeichnet es heute als
Ising-Modell. Seine Eigenschaften sind
in allen Einzelheiten bekannt, denn 1944
gelang es Lars Onsager in Amerika, das
Modell zu ,,l6sen*.

Was versteht man unter der ,,Losung*
des Modells eines physikalischen Sy-
stems? Die mikroskopischen Eigen-
schaften des Ising-Modells wurden bei
seiner Konstruktion festgelegt. Die ,,L6-
sung" des Modells bestand darin, Glei-
chungen zu entwickeln, mit denen sich
die makroskopischen Eigenschaften des
Systems aus seinen mikroskopischen Ei-
genschaften berechnen lassen.

Wir wollen im folgenden die Renor-
mierungsgruppe benutzen, um das Ising-
Modell eines Ferromagneten zu losen,
und wollen dabei zunichst so vorgehen,
als gidbe es Onsagers Losung noch nicht,
werden unsere Resultate dann aber mit
Onsagers Losung vergleichen.
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Es ist nicht besonders schwierig, die
makroskopischen Eigenschaften zu be-
rechnen, die sich aus einer Konfiguration
der Spins im Ising-Modell ergeben. Bei-
spielsweise erhdlt man die Magnetisie-
rung, wenn man die Differenz aus den
Anzahlen der nach oben und nach unten
gerichteten Spins bildet (Bild 2). Die
makroskopischen Eigenschaften eines
Ferromagneten werden aber nicht nur
durch eine Spin-Konfiguration bestimmt,
sondern alle denkbaren Konfigurationen
tragen zu den Eigenschaften bei, und
zwar im Verhiltnis der Wahrscheinlich-
keiten ihres Auftretens unter den jeweils
gegebenen Bedingungen. Es sollte also
moglich sein, die Magnetisierung eines
Ferromagneten zu berechnen, indem
man sie zunichst fiir jede denkbare Spin-
Konfiguration ermittelt, die erhaltenen
Werte mit den Wahrscheinlichkeiten des
Auftretens der Konfigurationen multi-
pliziert und die Produkte addiert. Vor-
aussetzung dafiir ist, daB man die Wahr-
scheinlichkeiten aller denkbaren Spin-
Konfigurationen kennt.

Bezeichnet man die Wahrscheinlich-
keit, daB zwei benachbarte Spins parallel
stehen, mit p, so muBl die Wahrschein-
lichkeit, daB sie antiparallel stehen, 1-p
sein. Mit diesen Werten ldBt sich die re-
lative Wahrscheinlichkeit jeder Spin-
Konfiguration im zweidimensionalen
Gitter berechnen. Man braucht nur die
Wabhrscheinlichkeiten der einzelnen Paa-

Bild 8: Bei einer Block-Spin-Transformation
dndert sich die Kopplungsstirke zwischen den
Spins. Die Art der kann verschieden
sein. Wir betrachten hier das einfache Beispiel,
daf} die Kopplungsstiirke K; des transformier-
ten Gitters gleich dem Quadrat der urspriingli-
chen Kopplungsstiirke K ist, also K; = K% Ist K
groBer als 1, so wird die Kopplungsstiirke mit
jeder Transformation groBer und schlieBlich
unendlich. Umgekehrt niihern sich die Kopp-
lungsstiirken dem Wert Null, wenn der anfiing-
liche Wert K kleiner als 1 ist. Ist K = 1, so
bleibt dieser Wert bei allen Transformationen
erhalten, und das System befindet sich auf der
Temperaturskala an einem Fixpunkt (bei der
Curie-Temperatur). Da die Kopplungsstirke
bei Wahl geeigneter Einheiten gleich dem
Kehrwert der Temperatur ist, entspricht jedes
Block-Spin-Gitter einem Zustand des ur-
spriinglichen Systems bei anderer Temperatur.
Lediglich mit K = 1 bleiben alle Block-Spin-
Gitter bei derselben Temperatur wie das An-
fangsgitter: bei der Curie-Temperatur.

re benachbarter Spins miteinander zu
multiplizieren und dabei fiir parallele
Spins den Faktor p, fiir antiparallele
Spins den Faktor (1-p) zu verwenden.

Betrachten wir ein System, das nur aus
vier an den Ecken eines Quadrates ange-
ordneten Spins besteht (Bild 2). Sind alle
vier Spins nach oben gerichtet, so ergibt
sich die relative Wahrscheinlichkeit fiir
diese Konfiguration zu

pXpXxXpXp.

Stehen drei Spins nach oben und einer
nach unten, so ist die relative Wahr-
scheinlichkeit

p X p x (1-p) x (1-p).

Diese Rechnung muB fiir jede Spin-
Konfiguration ausgefiihrt werden, das
heifit bei einem System von vier Spins fiir
sechzehn Konfigurationen. Die Summe
der sechzehn relativen Wahrscheinlich-
keiten ist nicht unbedingt Eins, da wir p
unabhingig von der Zahl der Konfigura-
tionen eingefiihrt haben. Man kann die
relativen Wabhrscheinlichkeiten so um-
rechnen (normieren), daB ihre Summe
Eins wird, und erhilt damit die absoluten
Wabhrscheinlichkeiten fiir die sechzehn
Konfigurationen.

Praktisch 14Bt sich das Ising-Modell
auf diese Weise allerdings nicht losen,
denn die Anzahl der denkbaren Spin-
Konfigurationen ist riesig. Besteht ein
System aus n Spins, deren jeder zwei
Werte annehmen (das heiBt nach oben
oder nach unten weisen) kann, so gibt es
2" mogliche Konfigurationen. Der Wert
von 2" wiichst mit zunehmendem n sehr
rasch an (Bild 4). Vier Spins ergeben 2*
= 16 Konfigurationen, bei neun Spins
hat man 2° = 512 Konfigurationen, und
sechzehn Spins konnen in 2'® = 65536
Kombinationen auftreten. Schon bei ei-
nem Block von 36 Spins, fiir den es ni-
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herungsweise 7 x 10" Konfigurationen
gibt, stieBe der Rechenaufwand, den das
skizzierte Losungsverfahren verlangt, an
die Grenzen des Maoglichen.

Wie groB miiBte das Gitter sein, um
die Eigenschaften des zweidimensiona-
len Ising-Modells bei einer kritischen
Temperatur zu berechnen? Es miilte
mindestens so groB sein wie die groBte
Fluktuation, die bei dieser Temperatur
auftreten kann. Nimmt man an, daf die
Korrelationslinge eines Ferromagneten
in der Nihe des Curie-Punktes hundert-
mal so groB ist wie der Abstand zwischen
zwei Gitterpunkten, so wiirde sich die
groBte Fluktuation iiber 100 = 10 000
Gitterpunkte erstrecken. In einem Block
dieser GroBe gibt es 2'°°° mogliche
Spin-Konfigurationen. Das sind mehr als
10799, Selbst der groBte und schnellste
Computer, den man sich vorstellen kann,
wire damit iiberfordert: Hitte er seit der
Entstehung des Universums ununterbro-
chen gerechnet, so stiinde er heute im-
mer noch am Anfang seiner Aufgabe.

In zwei Fillen ldBt sich das Ising-Mo-
dell auf die beschriecbene Weise losen,
ohne daB man eine nahezu unbegrenzte
Zahl von Spin-Konfigurationen bewer-
ten muB: beim absoluten Nullpunkt der
Temperatur und bei der Temperatur
Unendlich. Beim absoluten Nullpunkt
treten nur zwei Konfigurationen auf,
denn die Spins sind vollstindig gekop-
pelt, und die Wahrscheinlichkeit, daB be-
nachbarte Spins entgegengesetzt gerich-
tet sind, ist Null. Konfigurationen, in de-
nen antiparallele Spins vorkommen, sind
ausgeschlossen, das heiBt, es gibt nur die

Bild 9: Die durch Block-Spin-Transformatio-
nen hervorgerufenen Anderungen der Kopp-
lungsstiirken lassen sich als Kurven (farbige Li-
nien) auf einer sattelformigen Fliiche darstellen,
die sich ergibt, wenn man alle denkbaren Zu-
stiinde eines zweidimensionalen Spin-Systems
im Parameterraum darstellt: Man faBt die Gri-
Ben, von denen die Eigenschaften des Systems
abhiingen, als Koordinaten eines hypotheti-
schen Raumes auf und beschreibt jeden Zu-
stand durch diese Griofien als einen Punkt im
Raum. Alle Punkte zusammen ergeben die
(graue) Parameterfliiche. Ein Punkt, der einem
Spin-Gitter mit einer bestimmten Kopplungs-
stirke entspricht, verschiebt sich bei Block-
Spin-Transformationen liings einer Kurve, de-
ren Verlauf durch die Lage des Anfangspunktes
und die Gestalt der Fliiche vollstiindig bestimmt
ist. Man erhielte die gleiche Bahn, wenn man
eine Murmel iiber die Fliiche rollen lieBe. Fiir
ein System bei der Curie-Temperatur, also mit
der Kopplungsstiirke 1, bleibt die Kopplungs-
stiirke unveriindert. Ihm entspricht die Kurve,
die auf der Gratlinie durch den Sattelpunkt der
Fliiche liuft. Unterscheidet sich die Kopplungs-
stiirke K des Anfangsgitters nur wenig von 1, so
nithern sich die Kurven zwar dem Sattelpunkt,
erreichen ihn aber nicht und streben schlieBlich
zu K, gleich Null oder Unendlich. Die Gestalt
der Fliiche in der Umgebung des Sattelpunktes
legt fest, wie sich das System in der Niihe der
Curie-Temperatur verhiilt.
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beiden Konfigurationen mit parallelen
Spins: alle Spins weisen entweder nach
oben oder nach unten.

Bei unendlicher Temperatur ist die
Stirke der Kopplung praktisch Null. Je-
der Spin ist von seinen Nachbarn unab-
hiingig und kann seine Richtung zu je-
dem Zeitpunkt beliebig édndern. Jede
denkbare Konfiguration ist also gleich
wahrscheinlich.

Am absoluten Nullpunkt und bei der
Temperatur Unendlich kann man die
makroskopischen  Eigenschaften des
Ising-Modells ohne Schwierigkeiten be-
rechnen. AuBerdem gibt es Niherungs-
methoden fiir Temperaturen, die in der
Nihe des absoluten Nullpunktes liegen
oder so hoch sind, daB man sie als so gut
wie unendlich bezeichnen kann. Fiir den
in der Praxis wichtigen Bereich zwischen
diesen Extremen gab es bis vor kurzem
keine praktikable Methode zur direkten
Berechnung der Eigenschaften eines
Spin-Systems. Die Anwendung der Re-
normierungsgruppe hat diese Situation
gedndert.

Die Block-Spin-Transformation

Die Methode der Renormierungs-
gruppe unterscheidet sich von herkémm-
lichen Methoden im wesentlichen darin,
daf sie ein umfangreiches Problem in ei-
ne Folge iiberschaubarer Probleme zer-
legt. Um das Verfahren zu illustrieren,
beschreibe ich hier die Block-Spin-Tech-
nik. Leo P. Kadanoff an der Universitit
Chikago hat sie ersonnen, und Th. Nie-
meijer und J. M. J. van Leeuwen an der

Technischen Universitidt Delft haben sie
zu einer praktisch brauchbaren Methode
entwickelt.

Die Block-Spin-Technik besteht dar-
in, das Gitter in drei Schritten, die mehr-
mals wiederholt werden (Bild 5), in eine
andere Form zu transformieren. Im er-
sten Schritt zerlegt man das Spin-Gitter
in Blocke, die nur wenige Spins enthal-
ten, beispielsweise in quadratische Blok-
ke mit 3 X 3 = 9 Spins. Im zweiten
Schritt bildet man den Mittelwert aller
Spins eines Blocks und ersetzt den ge-
samten Block durch einen Spin (den
Block-Spin), der dem Mittelwert ent-
spricht. Den Mittelwert kann man bei-
spielsweise nach dem Mehrheitsprinzip
bilden: Zeigen fiinf oder mehr Spins ei-
nes Blocks nach oben, so weist der neue
Spin ebenfalls nach oben, anderenfalls
nach unten. Man erhilt auf diese Weise
ein neues Gitter, in dem der Abstand
zwischen zwei Gitterpunkten dreimal so
groB ist wie im urspriinglichen Gitter. Im
dritten Schritt verkleinert man den MaB-
stab um den Faktor 3 und erhilt so wie-
der den alten Abstand zwischen zwei
Gitterpunkten.

Zusammen bilden diese drei Schritte
eine Block-Spin-Transformation. Sie eli-
minieren alle Spin-Fluktuationen, die
kleiner sind als die gewiihlte Blockgrofe.
In unserem Beispiel sind das alle Spin-
Fluktuationen, deren Reichweite kleiner
ist als der dreifache Abstand zwischen
zwei Gitterpunkten.

Hat man fiir jede Spin-Konfiguration
des urspriinglichen Gitters eine Block-
Spin-Transformation ausgefiihrt, so muf3

K, = Unendlich
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man die Wahrscheinlichkeiten der neuen
Konfigurationen bestimmen. Wir wollen
einen kleinen Bereich des urspriingli-
chen Gitters betrachten, der aus 36 Spins
besteht. Hier gibt es 2*° oder etwa sieb-
zig Millionen Spin-Konfigurationen.
Zerlegt man den Block aus 36 Spins in
vier Blocke mit je neun Spins, so erhilt
man nach der Block-Spin-Transforma-
tion vier Block-Spins, fiir die insgesamt
nur noch 16 Konfigurationen moglich
sind. Nun konnte man die Wahrschein-
lichkeiten dieser 16 Konfigurationen er-
mitteln, indem man die Wahrscheinlich-
keiten der 2*® Konfigurationen der 36
urspriinglichen Spins bestimmt. Das lige
rechnerisch zwar im Bereich des Mogli-
chen, wiirde aber bedeuten, daB uns die
Block-Spin-Transformation gar keinen
Vorteil bringt.

Es gibt jedoch noch eine andere Mog-
lichkeit. Sie besteht darin, das Gitter der
Block-Spins wie ein eigenstiindiges Spin-
Gitter, das heiBt ebenso wie das ur-
spriingliche Spin-System zu behandeln:
Man macht die Annahme, daB auch zwi-
schen benachbarten Block-Spins Kopp-
lungen bestehen, die von der Tempera-
tur abhidngen und die Wahrscheinlich-
keiten der einzelnen Spin-Konfiguratio-
nen bestimmen. Moglicherweise unter-
scheiden sich diese Kopplungen nicht
einmal von denen des urspriinglichen
Spin-Systems und sind gleichfalls durch
den Kehrwert der Temperatur gegeben?
Diese Vermutung trifft nicht zu. Sie laBt
sich priifen, indem man die Wahrschein-
lichkeiten der Spin-Konfigurationen in

einem kleinen Ausschnitt des urspriingli-
chen Gitters und daraus die Wahrschein-
lichkeiten der entsprechenden Block-
Spin-Konfigurationen errechnet (Bild 6).
Der erhaltene Wert stimmt nicht mit
dem iiberein, der sich ergibt, wenn man
fiir die Block-Spins die gleiche Kopplung
annimmt wie fiir die Spins des urspriing-
lichen Gitters.

Die Kopplungen zwischen den Block-
Spins unterscheiden sich nicht nur in der
Stirke, sondern unter Umstidnden auch
in der Reichweite. Block-Spins an diago-
nal gegeniiberliegenden Gitterpunkten
konnen einander beeinflussen. Kopplun-
gen iiber groBere Entfernungen sind
moglich, und es kann vorkommen, daf
mehr als zwei Block-Spins miteinander
gekoppelt sind. In jedem Fall miissen alle
diese Kopplungen zusammengenommen
eine Bedingung erfiillen: Sie miissen fiir
die einzelnen Block-Spin-Konfiguratio-
nen Wahrscheinlichkeiten liefern, aus
denen sich fiir die makroskopischen Ei-
genschaften diejenigen Werte errechnen
lassen, die experimentell beobachtet
werden.

Ist man in der Lage, die Kopplungen
zwischen den Block-Spins zu beschrei-
ben, so kann man auf das Block-Spin-
Gitter erneut die Schritte der Block-
Spin-Transformation anwenden und er-
hilt so eine zweite Generation von
Block-Spins. Es zeigt sich, daf} die Kopp-
lungen zwischen den Block-Spins der
zweiten Generation wieder von anderer
Art sind. Hat man sie ermittelt, so kann
man zur dritten Generation der Block-

Spins fortschreiten und so fort, das heifit,
man kann die Transformation beliebig
oft wiederholen.

Mit jeder Transformation erhdlt man
ein neues Block-Spin-Gitter, das groBere
Fluktuationen des urspriinglichen Spin-
Systems beschreibt (Bild 7). Die erste
Transformation eliminiert die Fluktua-
tionen der kleinsten GroBenordnung und
1Bt die etwas groBeren deutlicher sicht-
bar werden. Nach der zweiten Transfor-
mation reprisentiert jeder Block-Spin 81
Spins des urspriinglichen Gitters (wenn
bei jeder Transformation neun Spins zu
einem Block-Spin zusammengefalt wer-
den), und alle Fluktuationen, die kleiner
als neun Abstinde zwischen den Punk-
ten des urspriinglichen Gitters sind, fal-
len weg. Bei der nidchsten Transforma-
tion verschwinden Fluktuationen, deren
Ausdehnung zwischen neun und 27 Ein-
heiten des urspriinglichen Gitters liegt,
und bei der vierten werden auch die
Fluktuationen zwischen 27 und 81 Ein-
heiten eliminiert. Man kann auf diese
Weise ein Stadium erreichen, in dem kei-
ne Fluktuationen mehr vorkommen, de-
ren Ausdehnung kleiner ist als die Kor-
relationslinge des urspriinglichen Git-
ters. In diesem Stadium zeigt das Block-
Spin-Gitter nur noch die Eigenschaften
des urspriinglichen Gitters, die eine gro-
Be Reichweite haben.

Bild 7 ldBt den Nutzen der Block-
Spin-Technik am Beispiel des Spin-Git-
ters eines Ferromagneten erkennen. Be-
trachtet man eine Spin-Konfiguration
des Gitters knapp unterhalb der Curie-

K=1,1
K=101
K =1,001

K=1

Bild 10: Wie sich die Neigung der in Bild 9 vor-
gestellten Fliiche in der Nachbarschaft des Sat-
telpunktes auf den Verlauf der Kurven aus-
wirkt, die die Verinderungen bei Block-Spin-
Transformationen beschreiben, zeigen diese

76

——— K =1,0001

beiden Beispiele. Die linke Fliche ist ver-
gleichsweise flach, so daB die Kurven fiir Syste-
me mit anfiinglichen Kopplungsstiirken X nahe
dem Wert 1 niiher an den Sattelpunkt heran-
kommen als bei der stiirker geneigten rechten

K=11
K=1,01
K=1,001
——— K = 1,0001
K=1

Fliiche. Da die Temperatur der Kehrwert von K
ist, LiBt sich aus den Neigungen der Fliichen in
der Niihe des Sattelpunktes ableiten, welche Ei-
genschaften die entsprechenden Systeme im
Bereich der kritischen Temperatur besitzen.
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Bild 11: Fiir das Verhalten eines Ferromagne-
ten sind drei Grioflen kennzeichnend: die Ma-
gnetisierung M, die Suszeptibilitit 3 und die
Korrelationslinge £ seines Spin-Systems, die
angibt, bis zu welcher Entfernung Spins einan-
der beeinflussen kiinnen. Alle drei GroBien sind
proportional zu einer Potenz des Betrages | 7 |
der reduzierten Temperatur. Die reduzierte
Temperatur erhilt man, wenn man die Diffe-
renz zwischen Temperatur und Curie-Tempe-
ratur durch die Curie-Temperatur dividiert:
t = (T-T)/T.. Diese Proportionalitit wurde
schon in iilteren Theorien iiber das Verhalten
von Spin-Systemen im kritischen Zustand abge-
leitet (linke Bildhiilfte), doch sagten diese
Theorien fiir die kritischen Exponenten {3, v
und v, durch die M, y und £ mit | 7 | verkniipft
sind, Werte voraus, die nicht unter allen Um-
stinden zutreffen: Die Magnetisierung wird in
Wirklichkeit nicht so groBl, wiihrend die Suszep-
tibilitiit und die Korrelationsliinge in der Nach-
barschaft des kritischen Punktes (also in der
Niihe von 1 = 0) groBiere Werte haben. 1944

gelang Lars Onsager die exakte Lisung des
zweidimensionalen Ising-Modells. Die Kurven,

die sich mit den dabei ermittelten kritischen Ex-
ponenten fiir M, y und £ ergeben, sind in der
rechten Hiilfte des Bildes dargestellt. Sie lassen
sich auch aus der Neigung der in den Bildern 9
und 10 gezeigten Parameterfliichen in der Niihe
des Sattelpunktes ableiten.

Temperatur (rechtes Drittel des Bildes),
so wird man auf den ersten Blick kaum
feststellen konnen, daB das Modell ma-
gnetisiert ist, denn es weisen nahezu
gleich viele Spins nach oben und nach
unten, und die vielen kleinen Fluktuatio-
nen machen das Bild uniibersichtlich.
Wendet man vier Block-Spin-Transfor-
mationen an, so verschwinden die klei-
nen Fluktuationen, und die Magnetisie-
rung wird sichtbar.

Die physikalische Bedeutung der
Block-Spin-Transformation ergibt sich
unter anderem aus der Art, in der sich
die Kopplungen zwischen den Spins én-
dern. Oft sind die Regeln, nach denen
man die neuen Kopplungen aus den al-
ten ableitet, sehr kompliziert. Wir wollen
die Anderungen der Kopplungen an ei-
nem einfachen Modell veranschaulichen,
das allerdings keinem realen physikali-
schen System entspricht. In diesem Mo-
dell sollen Kopplungen immer nur zwi-
schen unmittelbar benachbarten Spins
auftreten, so daB sich nur die Stirke der
Kopplung dndern kann. Fiir die Stirke
der Kopplung hatten wir das Symbol K
eingefiihrt. Da K gleich dem Kehrwert
der Temperatur T ist (K = 1/7), ent-
spricht eine Anderung von K einer An-
derung der Temperatur. In unserem Mo-
dell soll weiterhin die Stirke der Kopp-
lung zwischen Block-Spins gleich dem
Quadrat der Kopplungsstirke in dem
Gitter sein, aus dem das Block-Spin-Git-
ter hervorgegangen ist. Bezeichnet man
die Stdrke der Kopplung zwischen der
ersten Generation von Block-Spins mit
Ky, so gilt demnach: K, = K?. Wir neh-
men nun an, daB K den Wert 1/2 hat.
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Das bedeutet, daB sich das urspriingliche
Spin-Gitter bei einer Temperatur befin-
det, die (in willkiirlich festgelegten Ein-
heiten) den Wert 2 hat. In dem Gitter,
das durch die erste Block-Spin-Transfor-
mation entsteht, ist dann K, = (1/2)* =
1/4 (Bild 8). Fiir die néchsten Transfor-
mationen erhilt man die Kopplungsstir-
ken K; = 1/16, K3 = 1/256 und so wei-
ter. Diese Folge konvergiert rasch gegen
Null, das heiBt, mit jeder Transformation
wird die Kopplung des Spins schwicher.
Da K gleich 1/T ist, entsprechen die ab-
fallenden Kopplungsstirken zunehmen-
den Temperaturen, bis bei der Tempera-
tur Unendlich (K = O) alle Spins unab-
héngig sind.

Nimmt man andererseits an, daB K im
urspriinglichen Spin-System den Wert 2
hat, was der Anfangstemperatur 1/2 ent-
spricht, so wichst die Kopplungsstirke
mit jeder Transformation an (Bild 8). Sie

betridgt nach der ersten Transformation
4, dann 16, dann 156 und wird schlieB-
lich Unendlich. Diese Folge entspricht
sinkenden Temperaturen, das heiBt, das
System néhert sich dem Zustand, in dem
alle Spins in die gleiche Richtung weisen.

Wenn wir hier von zunehmenden und
abfallenden Temperaturen sprechen, so
bedeutet das natiirlich nicht, daB sich das
Spin-System (der Ferromagnet) erhitzt
oder abkiihlt. Vielmehr entsteht bei je-
der Transformation ein neues Spin-Git-
ter, das sich so verhilt, wie sich das ur-
spriingliche System bei einer anderen
Temperatur verhalten wiirde.

Es gibt drei Werte von K (Null, Eins,
Unendlich), fiir die sich in unserem Mo-
dell die Kopplungsstirke bei den Trans-
formationen nicht dndert. Man sagt in
solchen Fillen, das System befinde sich
an einem Fixpunkt. Zwei dieser Fix-
punkte (K = O und K = Unendlich) gel-
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ten als trivial. Der Fixpunkt mit K = 1 ist
dagegen wichtig: Er entspricht dem kriti-
schen Punkt.

Die Fliiche im Parameterraum

Bei unserer Diskussion der Block-
Spin-Technik haben wir unterstellt, daB
sich bei den Transformationen nur die
Kopplungsstirke K zwischen benachbar-
ten Spins dndert. Tatsdchlich é@ndern sich
gleichzeitig weitere Parameter, was sich
durch Flichen in mehrdimensionalen
Riumen darstellen 1d8t: Man ordnet je-
dem Parameter eine Koordinatenachse
zu und stellt die jeweilige GroBe des Pa-
rameters als Strecke auf dieser Achse
dar. Jedes Spin-System und jedes daraus
hervorgehende Block-Spin-System ent-
spricht dann einem Punkt in diesem Pa-
rameterraum, und die Gesamtheit der
Punkte ergibt eine Parameterfliche.

Beschrianken wir unsere Betrachtung
jetzt wieder auf das zweidimensionale
Ising-System, in dem sich nur die Kopp-
lungsstirke andert, so liegen alle Punkte,
die diesem System entsprechen, im Para-
meterraum auf der im Bild 9 gezeigten
Fliache mit zwei Erhebungen (rechts und
links), zwei Télern (vorn und hinten) und
einem Sattelpunkt in der Mitte. Die Ver-
dnderungen, die ein Spin-Gitter bei
mehreren Block-Spin-Transformationen
erfihrt, stellen sich als Kurve auf dieser
Fliche dar. Der Verlauf einer Kurve
héngt vom Anfangswert der Kopplungs-
stiarke ab. Ist dieser kleiner als Eins, so
lauft die Kurve in das Tal, in dem der
Fixpunkt Null liegt. Ist der Anfangswert
von K groBer als Eins, so endet die Kur-
ve im anderen Tal, das dem Fixpunkt
Unendlich entspricht. Nur wenn K = 1
ist, bewegt sich das System auf dem Grat,
der die beiden Erhebungen verbindet
und durch den Sattelpunkt geht. Der
Sattelpunkt selbst entspricht dem kriti-
schen Punkt.

Uns interessiert vor allem das Verhal-
ten eines Spin-Systems in der Nihe des
kritischen Punktes, also dann, wenn die
durch Block-Spin-Transformationen be-
wirkten Verdnderungen durch Kurven
wiedergegeben werden, die in der Nihe
des Sattelpunktes verlaufen. Wihlt man
fiir die Kopplungsstirke beispielsweise
den Anfangswert K = 0,9999, so hat
man nach wenigen Transformationen
einen nur wenig verdnderten Wert
(Bild 8), da sich K, K; = K? K> = K/?,
K3 = K>* und so weiter nur geringfiigig
unterscheiden. Entsprechendes gilt fiir
den Anfangswert K = 1,0001. Man kann
nun untersuchen, wie sich die Bahnen
andern, wenn die Kopplungsstirke zu-
nehmend vom kritischen Wert (K = 1)
abweicht. Ist die Flidche in der Nihe des
Sattelpunktes flach, so liegen die Kurven
fiir Kopplungsstirken, die nur wenig von
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Eins abweichen, niher am Sattelpunkt
als bei Flachen, die in der Umgebung
des Sattelpunktes stirker geneigt sind
(Bild 10). Kennt man also die Gestalt
der Fliche, so kann man berechnen, wie
sich das System verhilt, wenn sich die
Anfangswerte der Temperatur und der
Kopplungsstirke dndern. Das ist genau
die Information, die man braucht, um die
Erscheinungen zu verstehen, die man am
kritischen Punkt beobachtet.

Die makroskopischen Eigenschaften
eines Spin-Systems — oder allgemeiner
eines thermodynamischen Systems —
hdngen davon ab, wie stark die Tempe-
ratur vom kritischen Wert abweicht.
Man fiihrt daher eine neue GréBe ein,
die man als reduzierte Temperatur ¢ be-
zeichnet und die definiert ist als Diffe-
renz zwischen der Temperatur 7 und der
kritischen Temperatur Ty, dividiert
durch die kritische Temperatur:

t = (T = Tirit)! Trit.

Man sieht aus dieser Gleichung sofort,
daB die reduzierte Temperatur am kriti-
schen Punkt den Wert Null hat. Der Nut-
zen der reduzierten Temperatur besteht
unter anderem darin, daB alle Eigen-
schaften eines Systems, das sich im Kriti-
schen Zustand befindet, einer Potenz des
absoluten Betrages der reduzierten Tem-
peratur (den man durch das Symbol | 1 |
beschreibt) proportional sind. Beispiels-
weise gilt fiir die Magnetisierung M eines
Ferromagneten bei der Curie-Tempera-
tur

M~|t|P

fiir die magnetische Suszeptibilitdt y (die
angibt, wie sich die Magnetisierung in ei-
nem HduBeren Magnetfeld dndert)

%= 2Lt |

und fiir die Korrelationslinge £ (das
heiBt fiir die maximale Reichweite der
Kopplung in einem Spin-System)

E~1/]¢e]"-

Die ersten Versuche, das Verhalten
von Systemen an einem kritischen Punkt
zu beschreiben, ergaben Theorien, die
man heute als Molekularfeld-Theorien
bezeichnen wiirde. Sie machten die An-
nahme, daB man den Zustand eines ein-
zelnen Teilchens in einem System aus
den makroskopischen Eigenschaften des
Systems ableiten konne. Man stellte sich
vor, daB zu der Kraft, die an einem Git-
terpunkt wirkt, alle Teilchen des Gitters
beitriigen, oder, anders ausgedriickt, daBl
die Teilchen iiber beliebig groBe Entfer-
nungen aufeinander einwirken kénnen.

Die Molekularfeld-Theorien sind qua-

litativ niitzlich, aber ihre quantitativen
Voraussagen stimmen nicht unter allen
Umstidnden. Beispielsweise folgen aus
einer solchen Theorie fiir die Exponen-
ten B, y und v in den drei angefiihrten
Gleichungen die Werte 1/2, 1 und 1/2,
wihrend sie nach Onsagers genauer Lo-
sung des Ising-Modells § = 1/8,y = 7/4
und v = 1 betragen (Bild 11).

Der Grund fiir die Ungenauigkeit der
Molekularfeld-Theorien ist leicht einzu-
sehen: Die Annahme, die Teilchen eines
Systems konnten iiber beliebig groBe
Entfernungen aufeinander einwirken, ist
nicht einmal niherungsweise richtig. Un-
mittelbar benachbarte Teilchen sind bei
weitem wichtiger als alle anderen. Die
Renormierungsgruppen-Methode  be-
riicksichtigt diese Tatsache. Berechnet
man mit ihrer Hilfe die kritischen Expo-
nenten P, y und v aus der Gestalt der Pa-
rameterfliche in der Nihe des Sattel-
punktes, so erhdlt man Ergebnisse, die
mit den von Onsager errechneten auf et-
wa 0,2 Prozent genau iibereinstimmen.

Universalitiit des kritischen Punktes

Fiir das zweidimensionale Ising-Mo-
dell gibt es Onsagers genaue Losung.
Dagegen ist fiir ein dreidimensionales
Spin-Gitter keine exakte Losung be-
kannt. Man kann die kritischen Expo-
nenten fiir ein solches Gitter jedoch né-
herungsweise berechnen: Man bestimmt
die Eigenschaften des Systems bei hohen
Temperaturen mit groBer Genauigkeit
und schlieBt daraus, wie sich die Eigen-
schaften dndern, wenn sich die Tempera-
tur dem kritischen Punkt ndhert. So er-
hélt man die Werte § = 0,33, y = 1,25
und v = 0,63. Die kritischen Exponenten
im dreidimensionalen Ising-Modell sind
also andere als im zweidimensionalen
Modell, was bedeutet, daBB die Zahl der
Dimensionen die Eigenschaften des Sy-
stems beeinfluBt. Umso bemerkenswer-
ter ist es, daB sie nicht von der geometri-
schen Struktur des Gitters abhingen.
Auch beim zweidimensionalen Ising-
Modell ist es gleichgiiltig, ob das Gitter
rechtwinklig oder dreieckig ist. In die
Praxis iibertragen heiBt das: Ferroma-
gnete mit verschiedenen Kristallstruktu-
ren zeigen bei der kritischen Temperatur
das gleiche Verhalten.

Neben der Gitterstruktur gibt es ande-
re mikroskopische Eigenschaften, die fiir
die kritischen Exponenten ohne Bedeu-
tung sind. Das 14Bt sich anschaulich be-
griinden: Die Form des Gitters hat einen
groBen EinfluB auf Ereignisse von der
GroBenordnung des Abstandes zwischen
zwei Gitterpunkten. Je groBer jedoch der
MaBstab wird, fiir den man sich interes-
siert, umso mehr muB dieser EinfluB ab-
nehmen. In der Renormierungsgruppen-
Methode werden Fluktuationen von der
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Bild 12: Die Hypothese von der Universalitiit
des kritischen Punktes besagt, daB sich physika-
lische Systeme, die der gleichen Universalitiits-
klasse angehiren, in der Nihe des kritischen
Punktes gleichartig verhalten und daB die kriti-
schen Exponenten solcher Systeme gleiche
Werte haben. Die Universalititsklassen sind
durch die Dimensionalitiit ¢ des Raumes und
die Dimensionalitiit » des Ordnungsparameters
bestimmt. Fiir das zweidimensionale Ising-Mo-
dell ist d = 2 (das System existiert nur in zwei
riumlichen Dimensionen) und n = 1 (die Spins
kinnen sich nur lings einer Achse nach oben
oder nach unten orientieren). Fiir Ferromagne-
te, Fliissigkeiten, Mischungen von Fliissigkeiten
und Legierungen, deren Verhalten sich mit dem
dreidimensionalen Ising-Modell beschreiben
LiiBt, ist 4 = 3 und n = 1. In einigen Fiillen sind
die Werte fiir d und n nicht so einfach zu inter-
pretieren. Beispielsweise kann eine Universali-
tiitsklasse mit n = —2 mathematisch sinnvoll
sein, aber sie entspricht keinem bekannten phy-
sikalischen System. Die XY- und Heisenberg-
Modelle entsprechen dem Ising-Modell, enthal-
ten aber Spin-Vektoren, die nicht nur einen
Freiheitsgrad, sondern zwei oder drei Freiheits-
grade haben.

GroBenordnung des  Gitterabstandes
schon bei den ersten Transformationen
..herausgemittelt*, so daB sich fiir Mo-
delle mit verschiedenen Gittern schlieB-
lich dasselbe kritische Verhalten ergibt.

Man kann die Tatsache, daB die Form
des Gitters keinen EinfluB auf die kriti-
schen Exponenten hat, auch als Folge
der Gestalt der Fliche im Parameter-
raum verstehen: Jede Gitterstruktur ent-
spricht einem anderen Punkt im Parame-
terraum. Bei der kritischen Temperatur
wird jedes Gitter durch einen Punkt auf
der Gratlinie dargestellt, und nach meh-
reren Transformationen streben diese
Punkte zum Sattelpunkt.

Die Vorstellung, daB einige Variable
fiir die kritischen Phidnomene unwichtig
sind, gilt nicht nur fiir Ferromagnete. Ei-
ne Fliissigkeit am kritischen Punkt ver-
hélt sich dhnlich wie ein Ferromagnet bei
der Curie-Temperatur. Der Magnetisie-
rung, die gleich der Differenz zwischen
den nach oben und den nach unten wei-
senden Spins ist, entspricht in der Fliis-
sigkeit eine Dichtedifferenz: Der Unter-
schied zwischen den Dichten der fliissi-
gen und der gasformigen Phase. Wie die
Magnetisierung, die oberhalb der Curie-
Temperatur verschwindet, erreicht die
Dichtedifferenz am kritischen Punkt der
Fliissigkeit den Wert Null.

Der Suszeptibilitit des Ferromagne-
ten, die angibt, wie sich die Magnetisie-
rung bei kleinen Anderungen eines iu-
Beren Magnetfeldes dndert, entspricht
die Kompressibilitdt der Fliissigkeit, die
erkennen liBt, wie kleine Anderungen
des duBeren Druckes die Dichte beein-
flussen. Die Kompressibilitdt geht wie
die Suszeptibilitat am kritischen Punkt
gegen Unendlich.

Die Ahnlichkeit zwischen Fliissigkei-
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ten und Ferromagneten im kritischen
Zustand ist ein Beispiel fiir die Hypothe-
se von der Universalitdt des kritischen
Punktes. Danach hingt das kritische
Verhalten der meisten Systeme nur von
zwei Grofen ab: Von der Dimensionali-
tit d des Raumes und von der Dimensio-
nalitit n des Ordnungsparameters. Als
Ordnungsparameter bezeichnet man ei-
ne physikalische GroBle, die — wie die
Magnetisierung oder die Dichtedifferenz
— oberhalb eines kritischen Punktes Null
wird. Alle Systeme mit gleichen Werten
fiir d und n haben die gleiche Flache im
Parameterraum und damit die gleichen
kritischen Exponenten. Sie bilden eine
Klasse von Systemen, die Universalitits-
klasse (Bild 12).

Die Dimensionalitit des Raumes ist
gewohnlich leicht zu bestimmen. Dage-
gen bedarf die Dimensionalitdt des Ord-
nungsparameters einer Erkldarung. Wir
geben sie am Beispiel der Magnetisie-
rung. Die Dimensionalitat n dieses Ord-
nungsparameters ist gleich der Zahl der
Komponenten, die man braucht, um die
Richtung eines Spin-Vektors anzugeben.
Im Ising-Modell ist n = 1, denn der Spin
kann nur lings einer Achse nach oben
oder nach unten weisen. Um die Rich-
tung eines Spin-Vektors zu charakteri-
sieren, der sich in einer Ebene frei bewe-
gen kann, braucht man zwei Komponen-
ten. Gewohnlich wihlt man Abschnitte
auf den beiden Achsen, die die Ebene

aufspannen. Entsprechend braucht man
fir einen im dreidimensionalen Raum
frei beweglichen Vektor drei Kompo-
nenten.

Fiir das dreidimensionale Ising-Modell
ist also d = 3 und n = 1 (auch im dreidi-
mensionalen Ising-Modell konnen sich
die Spins nur ldngs einer Achse orientie-
ren). Fliissigkeiten gehdren zur selben
Universalitidtsklasse, denn sie existieren
im dreidimensionalen Raum, und der
Ordnungsparameter, der der Magneti-
sierung entspricht, — die Dichtedifferenz
zwischen der fliissigen und der gasformi-
gen Phase — kann nur einen Wert an-
nehmen. Gleiches gilt fiir ein Gemisch
zweier Flissigkeiten. Beispielsweise be-
findet sich ein Gemisch aus Ol und
Wasser am Mischungspunkt in einem
kritischen Zustand. Der Mischungspunkt
ist die Temperatur, bei der die beiden
Fliissigkeiten vollstindig mischbar wer-
den. Kiihlt man die Mischung ab, so
trennt sie sich in zwei Phasen. Der Ord-
nungsparameter ist das Mischungsver-
hiltnis der beiden Phasen. Es laBt sich
durch eine Zahl ausdriicken, das heiBt n
ist Eins.

Messing besteht bei tiefer Temperatur
aus einer geordneten Phase, in der Ato-
me der Metalle Kupfer und Zink in ei-
nem Gitter regelmiBig angeordnet sind.
Beim Erwirmen geht die regelmiBige
Anordnung allmihlich verloren. Als
Ordnungsparameter dieses Systems kann
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der Konzentrationsunterschied der bei-
den Atomarten dienen, und wieder ist n
gleich 1. Fiir alle genannten Systeme er-
wartet man also die gleichen kritischen
Exponenten wie beim dreidimensionalen
Ising-Modell (Bild 13). Fiir einige Ferro-
magnete, die sich nur lings einer Achse
leicht magnetisieren lassen, konnte expe-
rimentell gezeigt werden, daB diese Er-
wartung erfillt ist.

Das zweidimensionale Ising-Modell
d = 2, n = 1 charakterisiert die
Universalititsklasse solcher Systeme, die
auf den zweidimensionalen Raum be-
schrankt sind. Hierher gehoren beispiels-
weise diinne Fliissigkeitsfilme oder Gase,
die an einer festen Oberfliche adsorbiert
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Quantenfeldtheorie

sind. Die meisten Ferromagnete fallen in
die Klasse mit d = 3 und n = 3, denn ihre
Gitter sind dreidimensional, und jeder
Spin kann in jede Richtung des Raumes
zeigen. Beschrinkt man die Spinrichtun-
gen auf eine Ebene, so gehort das System
zur Klasse mit d = 3 und n = 2, in die
auch Helium-4 beim Ubergang vom fliis-
sigen in den suprafluiden Zustand sowie
Metalle beim Ubergang zur Supraleitung
fallen.

Andere Universalitdtsklassen haben
Werte fiir d und n, die nicht so einfach zu
interpretieren sind (Bild 12). Der vierdi-
mensionale Raum (d = 4) ist in der Phy-
sik der Elementarteilchen von Interesse.
Er hat drei rdaumtiche Dimensionen und

Bild 13: Das Gitter des Ising-Modells eignet
sich nicht nur zur Beschreibung ferromagneti-
scher Stoffe (oberstes Diagramm). Es liBt sich
auch auf Fliissigkeiten in der Niihe des kriti-
schen Punktes anwenden (zweites Diagramm
von oben). Ein Gitterpunkt ist dann entweder
von einem Fliissigkeitsteilchen (farbiger Punkt)
besetzt oder leer, so daB Dichte-Fluktuationen
erkennbar werden. Das dritte von
oben zeigt die Anwendung des Ising-Modells
auf eine Legierung (Messing) in der Nihe des
Entmischungspunktes. In Quantenfeldtheorien,
die die Wechselwirkungen zwischen Elemen-
tarteilchen beschreiben, spielen Fluktuationen
eine Rolle, die zur spontanen Erzeugung oder
Vernichtung von Teilchen und Antiteilchen
filhren. Eine einfache Theorie dieser Art lLifit
sich so formulieren, daB Teilchen und Antiteil-
chen immer nur an Gitterpunkten entstehen
oder verschwinden kinnen.

eine zeitliche Dimension. Ein Ordnungs-
parameter unendlicher Dimensionalitit
(n = Unendlich) tritt in einem als Kugel-
modell bezeichneten theoretischen Spin-
Gitter auf, in dem jeder Spin eine belie-
bige GroBle haben darf und nur die Sum-
me der Spins begrenzt ist. Ein sehr lan-
ges, kettenformiges Molekiil (ein Ma-
kromolekiil) hat normalerweise die Ge-
stalt eines regellosen, dreidimensionalen
Kniuels. Es gehort zu einer Universa-
litatsklasse, fiir die n = 0 ist. SchlieB-
lich gibt es theoretische Systeme, die zu
n = =2 fiihren, wenngleich unklar ist,
was das bedeutet.

Die einzigen Werte von d und n, deren
physikalische Bedeutung unmittelbar
verstdndlich ist, sind positive ganzzahlige
Werte. Das ist besonders im Fall von d
offensichtlich, denn einen Raum nicht-
ganzzahliger Dimensionalitdt kann man
sich nicht vorstellen. Gleichwohl kénnen
d und n in Rechnungen nach der Metho-
de der Renormierungsgruppe als Variable
auftreten, die sich kontinuiertlich in-
dern. In Bild 14 sind die Werte der kriti-
schen Exponenten als Funktionen von d
und n aufgetragen. Wie man sieht, sind
die Exponenten nicht nur fiir ganzzahlige
Werte von d und n definiert, sondern
auch fiir alle Zwischenwerte.

Das Bild zeigt auch, daB die kritischen
Exponenten ab d = 4 die Werte haben,
die man aufgrund der Molekularfeld-
Theorien errechnet. Diese Beobachtung
hat zu einer wichtigen Methode fiir Re-
normierungsgruppen-Rechnungen  ge-
fiihrt: Man gibt die Dimensionalitit des
Raumes als d = 4 — ¢ an. Die kritischen
Exponenten ergeben sich dann als Sum-
men unendlicher Reihen, deren Glieder
Potenzen von & mit wachsenden Expo-
nenten enthalten. Ist £ kleiner als Eins,
so sind Potenzen von & mit groBen Expo-
nenten so klein, daB man sie vernachlis-
sigen kann und schon durch Addieren
der ersten Glieder der Reihe geniigend
genaue Werte erhilt. Dieses als Epsilon-
Entwicklung bezeichnete Rechenverfah-
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ren ist weniger anschaulich als die Block-
Spin-Methode, aber es ist leistungsfihi-
ger. Mit ihm laBt sich ermitteln, wie die
mit einer Theorie des gemittelten Feldes
errechneten Werte korrigiert werden
miissen, um den tatsichlichen Verhilt-
nissen zu entsprechen.

Die Beobachtung, daB sich die Werte
der kritischen Exponenten mit steigen-
dem d den Werten ndahern, zu denen man
mit einer Molekularfeld-Theorie ge-
langt, kommt nicht génzlich unerwartet.
Den Molekularfeld-Theorien liegt die
Annahme zugrunde, daB die in einem
Gitterpunkt wirkende Kraft von den
Verhiltnissen an vielen anderen Gitter-
punkten abhidngt. Mit zunehmender Di-
mensionalitit d wiichst die Zahl der un-
mittelbaren Nachbarn eines Gitterpunk-
tes. In einem eindimensionalen Gitter
hat jeder Gitterpunkt zwei nichste
Nachbarn, in einem zweidimensionalen
Gitter vier, in einem dreidimensionalen
Gitter sechs und in einem vierdimensio-
nalen Gitter acht. Mit steigender Dimen-
sionalitat kommt ein System also dem
Zustand immer niher, den die Moleku-
larfeld-Theorien voraussetzen. Gleich-
wohl bleibt riitselhaft, warum die kriti-
schen Exponenten der verschiedenen
Theorien ausgerechnet ab d = 4 iiberein-
stimmen.

Die Renormierungsgruppen-Methode
1dBt sich nicht nur auf kritische Phidno-
mene anwenden und wurde zunichst
auch gar nicht dafiir entwickelt. Ein als
Renormierung bezeichnetes Verfahren
tauchte zuerst in den vierziger Jahren im
Rahmen der Quantenelektrodynamik
auf, die die Wechselwirkung zwischen
atomaren und subatomaren elektrisch
geladenen Teilchen und einem elektro-
magnetischen Feld beschreibt. Nach die-
ser Theorie hat das Elektron eine unend-
liche Ladung, was im Widerspruch zu
den Messungen steht. Durch Renormie-
rung lieB sich der Widerspruch beseiti-
gen: Das Elektron wird als punktformi-
ges Teilchen betrachtet, dessen ,,nackte™
Ladung unendlich ist. Diese Ladung in-

Bild 14: Magnetisierung und Suszeptibilitiit ei-
nes Ferromagneten hiingen mit unterschiedli-
chen Exponenten (ff und y) von der reduzierten
Temperatur ¢ ab. Im zweidimensionalen Ising-
Modell (d = 2, n = 1) haben diese Exponenten
die Werte 1/8 und 7/4. Die Diagramme zeigen
das, denn die schwarzen Punkte bei d = 2,
n = 1 liegen auf Kurven, die mit diesen Brii-
chen markiert sind. Fiir andere Modelle (ande-
re Kombinationen von d und n) gelten andere
Werte der kritischen Exponenten. Beispielswei-
se hat y (unteres Diagramm) fiir das zweidi-
mensionale Heisenberg-Modell (d = 2, n = 3)
den Wert 3, wilhrend sein Wert fiir das dreidi-
mensionale H -Modell (d = 3,n = 3)
zwischen 3/2 und 4/3 liegt. Ab d = 4 haben die
beiden kritischen Exponenten die Werte, die
von den Molekularfeld-Theorien vorausgesagt
werden (farbige Fliichen).
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duziert im umgebenden Vakuum eine
entgegengesetzte Ladung, die die nackte
Ladung so weit kompensiert, daB sich die
Ladung ergibt, die man experimentell
beobachtet. Wir wollen uns eine Sonde
vorstellen, mit der sich die Ladung auch
noch in beliebig kleinen Abstdnden vom
Elektron messen ldBt. In groBem Ab-
stand finde man damit den endlichen
Wert, der sich als Differenz zwischen der
nackten und der induzierten Ladung er-
gibt. Je weiter sich die Sonde dem punkt-
formigen Elektron ndhert, umso groBer
wiirde die Ladung, die die Sonde
,sieht**, Beim Abstand Null schlieBlich
wire die Ladung unendlich.

In den fiinfziger Jahren schlugen Mur-
ray Gell-Mann und Francis E. Low eine
Verallgemeinerung der Renormierung
vor und entwickelten damit die erste
Formulierung der Renormierungsgrup-
pe. Sie konstruierten einen mathemati-
schen Ausdruck, der die GroBe der
Elektronenladung in einem bestimmten
Abstand vom Elektron angibt, und un-
tersuchten, wie sich dieser Ausdruck dn-
dert, wenn man den Abstand gegen Null
gehen ldBt. Dabei kommt man immer
zum gleichen Ergebnis, einerlei von wel-
chem Abstand man ausgeht. Es gibt also
unendlich viele gleichwertige Renormie-
rungsprozeduren, die zusammen die Re-
normierungsgruppe bilden.

Das Renormierungsverfahren von
Gell-Mann und Low war allerdings auf
Probleme beschrinkt, die auch mit Hilfe
der Storungsrechnung zu l6sen sind. Au-
Berdem lieB es nur eine Variable — die
Ladung — zu. Die heutige Form der Re-
normierungsgruppe, die ich 1971 ein-
fiihrte, gestattet die Behandlung einer
wesentlich groBeren Zahl physikalischer
Probleme, und sie gibt dem zunéchst nur
formalen Renormierungsverfahren eine
physikalische Bedeutung.

In den letzten Jahren habe ich ver-
sucht, die allgemeinere Form der Renor-
mierungsgruppe auf ein Problem der
Elementarteilchenphysik anzuwenden:
Auf die Wechselwirkungen zwischen den
Quarks, aus denen sich vermutlich Pro-
tonen, Neutronen und viele andere Ele-
mentarteilchen zusammensetzen.

Die Quarks verhalten sich in vieler
Hinsicht dhnlich wie elektrisch geladene
Teilchen: Sie besitzen eine Eigenschaft,
die der elektrischen Ladung entspricht
und als Farbe oder Farbladung bezeich-
net wird (siehe ,,Sind Quarks in Blasen
eingeschlossen?* in Spektrum der Wis-
senschaft, September 1979). Ahnlich wie
eine elektrische Ladung erzeugen Farb-
ladungen ein Feld. Kénnte man mit einer
Sonde die Farbladung eines Quarks in
verschiedenen Abstinden vom Quark
messen, so wiirde man finden, daB sie
sich — anders als die elektrische Ladung
des Elektrons — mit kiirzer werdendem
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Abstand verringert. Daher zeigen zwei
Quarks bei sehr kleinem Abstand fast
keine Wechselwirkung: Die Kopplung
zwischen ihnen ist schwach. Entfernt
man die Quarks voneinander, so wéchst
die effektive Farbladung, und die Bin-
dung zwischen ihnen wird fester. Wih-
rend ein Elektron im umgebenden Raum
eine Ladung induziert, die die ,,nackte*
Ladung kompensiert, scheint beim
Quark die induzierte Ladung die Quark-
Ladung zu erhéhen. Man vermutet, daf3
die Kopplung zweier Quarks nahezu
unendlich wird, wenn ihr Abstand groBer
ist als der Durchmesser eines Protons,
der ungefihr 107'* Zentimeter betrigt.
Es wiire dann unendlich viel Energie er-
forderlich, um ein Quark aus einem Pro-
ton zu losen, das heiBt, das Quark miiBte
fiir immer im Proton eingeschlossen blei-
ben.

Die Bindung zwischen zwei Quarks
kann man mit Kraftlinien anschaulich
darstellen. Die Kopplungsstirke ist dann
proportional zur Anzahl der Kraftlinien
in einem Raumgebiet. Entfernt man
elektrische Ladungen voneinander, so
nimmt die Dichte der Linien mit dem
Quadrat der Entfernung ab. Die Dichte
der Kraftlinien zwischen zwei Quarks
scheint dagegen unabhingig vom Ab-
stand der Teilchen zu sein. Die Kraftli-
nien verhalten sich, als wiiren sie in einer
diinnen Réhre eingeschlossen. Auch die-
ses Modell erkldrt, warum es bisher nicht
gelungen ist, Quarks einzeln zu beobach-
ten, aber es bietet gleichfalls nur eine
qualitative Erkldrung.

Da wir es hier mit einer Kraft zu tun
haben, deren groBte und kleinste Reich-
weiten sich um mehrere GroBenordnun-
gen unterscheiden, bietet sich die Be-
handlung dieses Problems mit der Re-
normierungsgruppen-Methode an. Ich
habe eine Version des Problems formu-
liert, in der sich die Quarks an den Punk-
ten eines vierdimensionalen Raum-Zeit-
Gitters befinden und durch ,,Fiden*
miteinander verbunden sind. Wendet
man auf dieses Gitter Renormierungs-
gruppe-Transformationen an, so kann
man die Wechselwirkung zwischen den
Quarks bei immer groBeren Abstinden
betrachten. Die Frage ist, ob die Kraftli-
nien auch bei sehr groBen Abstidnden
noch in diinnen Rohren eingeschlossen
bleiben. Um die Antwort zu finden, muf
man Rechnungen ausfithren, die die
Grenze der Moglichkeiten heutiger
Computer erreichen.

Viele andere Probleme lassen sich mit
der Methode der Renormierungsgruppe
behandeln, aber man hat sie noch nicht
so formuliert, daB die Methode anwend-
bar wire. Dazu gehort das Verhalten ei-
ner Fliissigkeit, die wie Wasser im Erd-
boden oder in einem mit Kaffeepulver
gefiillten Filter durch pordses Material

sickert. Turbulenzen in Fliissigkeiten
oder Gasen entziehen sich seit mehr als
einem Jahrhundert der mathematischen
Beschreibung. In der Atmosphire kon-
nen sie in allen GroBen vom kleinen
Staubwirbel bis zum Hurrikan auftreten.
Ein weniger bekanntes Problem ist der
nach dem japanischen Physiker Jun Kon-
do benannte Kondo-Effekt: Baut man in
ein nichtmagnetisches Metall, beispiels-
weise in Kupfer, magnetische Atome ein,
so sollte der elektrische Widerstand des
so verunreinigten Metalls stetig abneh-
men, wenn die Temperatur sinkt. Tat-
sdchlich beobachtet man, daB der Wider-
stand zunichst abnimmt, von einer be-
stimmten Temperatur an aber wieder zu-
nimmt, wenn man die Temperatur weiter
reduziert. Diese Anomalie ist nicht von
brennender Bedeutung, aber sie liel sich
mit keiner bekannten Methode erkliren.
Man hat es hier wieder mit einem Pro-
blem zu tun, bei dem unterschiedliche
GroBenordnungen eine Rolle spielen:
Die Leitungselektronen im Metall besit-
zen Energien im Bereich einiger Elek-
tronenvolt, aber Andcmngen dieser
Energie, die nur 10~* Elektronenvolt
ausmachen, sind noch von Bedeutung.
Durch eine Renormierungsgruppen-Be-
rechnung konnte ich die Energie der
Elektronen fiir alle Temperaturen bis
zum absoluten Nullpunkt bestimmen
und den Kondo-Effekt erkldren.

Andere Renormierungsgruppen-
Rechnungen fiihrten zu neuen Vorhersa-
gen, die spéter experimentell bestitigt
wurden. Ein Beispiel ist ein zweidimen-
sionales Gitter (d = 2) von zweikompo-
nentigen Spins (n = 2). Alteren Theo-
rien zufolge ist in einem solchen System
keine Phase mit Fluktuationen grofien
AusmaBes moglich. Renormierungs-
gruppen-Rechnungen haben dagegen
gezeigt, daB sich das Verhalten des Sy-
stems bei einer kritischen Temperatur
dndern sollte. Tatsidchlich hat man bei
diinnen Filmen von suprafliissigem He-
lium-4, die in die Universalititsklasse
mit d = 2 und n = 2 gehoren, bei einer
kritischen Temperatur eine sprunghafte
Anderung der Dichte beobachtet.

In Anbetracht der vielen Arbeit, die in
die Renormierungsgruppe investiert
worden ist, mogen die bisher erzielten
Resultate gering erscheinen. Man darf
aber nicht vergessen, daB man sich hier
mit Problemen beschiftigt, die zu den
schwierigsten in der Physik gehoren, so
daB rasche Erfolge in keinem Fall zu er-
warten sind. Immerhin ist es ein bedeu-
tender Fortschritt, daB es mit der Renor-
mierungsgruppen-Methode jetzt iiber-
haupt ein Verfahren gibt, mit dem sich
diese Probleme angehen lassen.

Ubersetzt von Ingrid und Iring Bender.
Aus: Scientific American, August 1979.
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