August 2010
Vor 305 Jahren starb JAKOB BERNOULLI (06.01.1655 - 16.08.1705)

Als HERzOG ALBA, der Statthalter des spani-
schen Konigs PHILIPP II., im Jahr 1567 begann,
den Aufstand der protestantischen Niederldn-
der blutig niederzuschlagen, flohen viele aus
ihrer Heimat, darunter auch die aus Antwerpen
stammende Familie BERNOULLI. Schnell konnte
der Gewiirzhdndler eine neue Existenz in Basel
aufbauen; NicoLAaus BERNouLLI (1623 - 1708)
hanaaaaacacacanaaaaaas wurde als einflussreicher Biirger in den Magis-
trat der Stadt gewdhlt. Aus seiner kinderreichen Ehe mit einer Bankierstochter gin-
gen u. a. die beiden Schne JAkoB (1655 - 1705) und JOHANN (1667 - 1748) hervor, die
als Mathematiker und Physiker beriihmt wurden. Weitere bedeutende Wissenschaft-
ler der Familie waren JOHANN BERNOULLIS Sohn DANIEL (1700 - 1782), der als Mathe-
matiker, Physiker und Mediziner zahlreiche Entdeckungen machte (Blutkreislauf,
Impfung, medizinische Statistik, Stromungslehre), sowie der Neffe NIkoLAus (1687 -
1759), der nacheinander Professuren fir Mathematik, Logik und Jura inne hatte.

JAKkoB BERNOULLI, dem die Schweizer Postverwaltung 1994 die oben abgebildete
Briefmarke widmete (allerdings ohne seinen Namen zu vermerken), studiert auf
Wunsch seiner Eltern Philosophie und Theologie; heimlich besucht er jedoch auch
Vorlesungen in Mathematik und Astronomie. Nach Abschluss semer' Studien zieht er -
im Alter von 21 Jahren - als Privatlehrer durch ‘ '
Europa; dabei macht er Bekanntschaft mit den
bedeutendsten Mathematikern und Naturfor-
schern seiner Zeit, u. a. mit ROBERT BOYLE (1627
- 1691) und mit ROBERT HOOKE (1635 - 1703).
Sieben Jahre spdter kehrt er wieder nach Basel
zuriick und {ibernimmt einen Lehrauftrag fir
Experimentalphysik an der Universitat.
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Mit 32 Jahren lbernimmt der ausgebildete Theologe JAKOB BERNOULLI einen Lehr-
stuhl fir Mathematik - dem Fach, dem er sich von nun an vollstdndig widmet. Auch
seinen 13 Jahre jiingeren Bruder JOHANN, der nach dem Wunsch der Eltern Medizin
studiert, kann er fiir die Beschdftigung mit mathematischen Fragen begeistern.

JAKOB BERNOULLT wendet das Induktionsprinzip als Beweismethode an und benutzt bei
Reihenuntersuchungen die Ungleichung, die heute als BerNoOULLISche Ungleichung be-
zeichnet wird: Fir x > -1 (x# 0) gilt: (1+x)" >1+n[Xx. : >

Er beschdftigt sich mit unendlichen Reihen, beweist, dass die harmo-

nische Reihe 1+%+%+%+... tiber alle Schranken hinaus wdchst und

dass die Summe der Kehrwerte der Quadratzahlen beschrankt ist:

1+1+;+116+...<2, die Folge also konvergiert. Erst LEONHARD EULER
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Auch wenn er zundchst einige Schwierigkeiten mit
den Theorien von GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646
- 1716) hat, wendet er den Differentialrechnungs-
kalkiil erfolgreich an und verdffentlicht Abhandlun-
gen zu Tangenten- und Fldachenberechnungen.
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GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ 1646-1716 DEUTSCHLAND

1690 gelingt es ihm, ein von LEIBNIZ aufgeworfenes geometrisches Problem mithilfe
der Differentialrechnung zu l6sen: Ldngs welcher Kurve bewegt sich ein Kérper, der
mit gleichmdBiger Geschwindigkeit fadllt (sogenannte Isochrone)? In der Abhandlung
spricht er als Erster vom calculus integralis; den Begriff des ,Integrals" iibernimmt
LEIBNIZ dann in seine Schriften.

Aus physikalischen Bedingungen ergeben sich manchmal
sogenannte Differentialgleichungen, die sich mithilfe der

Methode der Trennung der Variablen (eine Idee von JAKOB

B.) losen lassen. Beispielsweise fiihrt die Beziehung y=>
y

R s et et s

e
™

zwischen den Variablen x, y und deren Ableitung y’nach Um-
formung und Integration zu yy'=x und J'ydy:jxdx, also
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?:?+C, d. h. y2-x2=2C. Durch diese Gleichung lassen

sich Hyperbeln beschreiben - in der Abbildung ist das zugehdrige Richtungsfeld der
Differentialgleichung (eine Idee von JOHANN B.) zu sehen: In den Punkten des Koordi-
natensystems werden Tangenten, deren Steigung man aus der Differentialgleichung
berechnen kann, andeutungsweise gezeichnet.

Gemeinsam untersuchen sie Kaustiken (Einhiillende von
reflektierten Strahlen) und leiten in diesem Zusammen-
hang eine Formel fiir den Krimmungskreis einer Kurve
her; bei einer differenzierbaren Funktion berechnet
(L+ £ (2)2)*

. (Abb. Wikipedia)
f " (a)

sich deren Radius r wie folgt: r =



Weitere Arbeiten stellen unter Beweis, dass JAKOB BERNOULLI den neuen Kalkil anzu-
wenden weif:
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Kettenlinie Lemniskate Brachistochrone

- Welche Linie nimmt eine an zwei gleich hoch liegenden Punkten aufgehdngte Kette

ein? Losung: . Kettenlinie™: f(x) =%[Ee: +e_:J

- Welches ist der geometrische Ort aller Punkte, bei denen das Produkt der Abstdnde
zu zwei festen Punkten konstant ist? Losung: .Lemniskate™: (x2+ y?)2=2a2(x2 - y?)

- Durch welche Kurve miissen zwei auf unterschiedlicher Hohe liegende Punkte mit
einander verbunden werden, damit eine reibungsfrei gleitende Masse in kiirzester
Zeit beim unteren Punkt ankommt? Die .Brachistochrone” wird auch von NEWTON,
LEIBNIZ und L'HOSPITAL als Losung der Frage gefunden.

Die Briider tragen gemeinsam wesentlich zur Verbreitung
und zur Entwicklung der Infinitesimalrechnung bei. Zu-
ndchst sind es nur Empfindlichkeiten und Eifersiichteleien,
die die Zusammenarbeit untereinander erschweren - im
Laufe der Jahre entwickelt sich hieraus ein unverséhnli-
cher Hass, der den anderen Wissenschaftlern nicht ver-
borgen bleibt. Der ehrgeizige JOHANN BERNOULLT verldsst E
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Basel und nimmt eine Mathematik-Professur in Groningen |
an; erst nach dem Tod seines Bruders kehrt er nach Basel fsssssssaa

zuriick und wird dort dessen Lehrstuhl-Nachfolger. Im 1713 ausbrechenden Prioritd-
tenstreit zwischen LEIBNIZ und NEWTON, wer der ,Erfinder" der Differentialrech-
nung sei, schldagt sich JOHANN BERNOULLT auf die Seite von LEIBNIZ.

Christiaan Huygens (1629-1695) 45@ FCRA
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Aus einem Briefwechsel JAKOB BERNOULLIS mit CHRIS-
TIAAN HUYGENS (1629 - 1695) lber Gliicksspiele ent-
steht eine erste umfassende Theorie der Wahrschein-
lichkeitsrechnung; die Ars conjectandi (Kunst des Ver-
mutens) wird von seinem Neffen NIKoLAUS 1713 posthum
herausgegeben. JAkOB BERNOULLIS Werk verallgemeinert
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aleae (Uber Berechnungen bei Gliicksspielen) im Jahr 1657 zusammengestellt hat;
insbesondere setzt er sich systematisch mit kombinatorischen Fragestellungen aus-
einander und zeigt, wie man die Losungen auf Gliicksspiele anwendet.



Der letzte Abschnitt enthdlt das .goldene Theorem", das seit SIMEON DENIS POISSON
auch als BerNOULLISches Gesetz der groflen Zahlen bezeichnet wird:

Ein Zufallsversuch werde #-mal unter gleichen Bedingungen wiederholt, die Ergebnis-
se sollen unabhdngig vom Ergebnis der vorhergehenden Versuchsdurchfiihrungen ein-
treten (sogenannte BERNOULLI-Versuche). Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein be-
stimmtes Ereignis A (.Erfolg") bei jeder der Versuchsdurchfiihrungen eintritt, sei
mit p bezeichnet; dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit fiir X'= 4 Erfolge:

P(X =K) =[:J [p* - p)"* (BERNOULLISChe Formel)

Mit wachsender Anzahl der Versuche strebt die relative Hdaufigkeit X7/n stochastisch
gegen die Wahrscheinlichkeit p des Ereignisses, d. h., fiir jedes > 0 gilt:

lim P(l— p

n

< gj =1 (BERNOULLISches Gesetz der grofen Zahlen)

Das BErRNOULLISche Gesetz der groflen Zahlen ist auf der Schweizer Briefmarke in
der allgemeineren Form lmxl +..+x) - E(X) notiert und grafisch veranschaulicht: Die
n

Folge der arithmetischen Mittel der Versuchsergebnisse xi, ..., x, strebt gegen den
Erwartungswert £ X) der zugehorigen ZufallsgroBe.
Bei Untersuchungen iiber Potenzsummen st6ft JAKOB BERNOULLI auf besondere Zah-

len, die als BErNOULLI-Zahlen B, bezeichnet werden. Diese treten bei der Reihenent-
X

e -1
der Stelle O nicht definiert, dort aber stetig fortsetzbar, und es gilt: f(x) :iBn gij
n=0 n

wicklung von f(x) = an der Stelle O auf. Die Funktion und ihre Ableitungen sind an

: 1 1 1 1 1 5
mit B, =18 :_E;Bz :6;83 =0;B, :_%;Bs =0; B, :5;87 =0;B, :_%;Bg =0,B, :&;---
Fir die BERNOULLI-Zahlen gilt fiir n> 1 die Beziehung: E[EJ[Bk =0. Auch bei den

k=0
Reihenentwicklungen von tan(x), |n[Mj und x[cot(x) spielen sie eine Rolle.
X

Bei der Ldosung der Frage .Bei \\
welcher Kurve wird jeder vom - -~ :
Ursprung ausgehende Strahl ,/ . \
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- \
unter dem gleichen Winkel ge- / /] f ‘/"}-—' \‘ }
schnitten?" entdeckt JAkoB \ K // t -.\‘ / ;,
BERNOULLI die Logarithmische -
Spirale. Er ist von den Eigen- \\_ / \H ,,fi
schaften der spira mirabilis - e R ,w-""!f
auch nach zentrischer Stre- [~
ckung ergibt sich wieder eine  ArcHmepische Spirale Logarithmische Spirale
Spirale dieses Typs - so be-
geistert, dass er sich die Kurve und den Spruch Resurgo eadem mutata (Verwandelt
kehr' ich als dieselbe wieder) fiir seinen Grabstein wiinscht, allerdings meifelt der
Steinmetz in Unkenntnis des Unterschieds eine ARCHIMEDische Spirale.

Heinz Klaus Strick Leverkusen 2010
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