Das kleinste Achteck

Vor Thnen liegt ein Bogen kariertes Papier mit der Karogro3e 1 X 1. Zeichnen Sie darauf ein
Achteck, dessen Ecken alle mit den Quadratecken des Blattes zusammenfallen und dessen
Seiten die Langen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 und 8 haben, wenn auch nicht unbedingt in dieser Reihen-
folge. Wie grof3 ist der kleinstmogliche Flacheninhalt des Achtecks? Das Achteck braucht
nicht konvex zu sein, aber es darf nicht tiberschlagen oder so entartet sein, dass Seiten aufein-
ander fallen.

Losung

Alle Ecken des Achtecks sind Schnittpunkte der Karorasterlinien. Darum konnen die Seiten
des Achtecks entweder nur mit Rasterlinien zusammenfallen oder sie konnen die Hypotenu-
sen von rechtwinkligen Dreiecken sein, deren Ecken Rasterschnittpunkte und deren Katheten
Rasterlinien sind.

Der zweite Fall ist nur dann moglich, wenn nach dem Satz des Pythagoras

a? + b? = ¢?
gilt, wobei ¢ eine der Achteckseiten von 1 bis 8 ist und a und b die ganzzahligen Katheten sind.

Es lasst sich leicht tiberpriifen, dass diese Gleichung nur fiir ¢ = 5 eine ganzzahlige Losung
hat.
32 + 4% = 52

Folglich fallen alle Seiten des Achtecks mit Rasterlinien zusammen, nur die Seiten der
Lénge 5 kann auch schrig verlaufen.

Das Achteck hat den Umfang 1 + 2 +... + 8 = 36. Das Rechteck, mit dem kleinsten Fla-
cheninhalt, dessen vier Ecken alle auf Rasterpunkten liegen, ist ein schmaler Streifen, der
Lénge 17 und der Breite 1. Sein Inhalt betrdgt somit 17. Der Inhalt der Streifen dndert sich
nicht, wenn er ein- oder mehrfach abknickt, sofern seine Breite nur immer 1 betrigt. Ein Acht-
eck vom Umfang 36, dessen Ecken alle mit Rasterpunkten zusammenfallen, kann keinen klei-
neren Inhalt haben als dieser Streifen.

Nun beriicksichtigen wir noch, dass es eine schrig verlaufende Seite der Linge 5 geben
kann. Die Figur mit dem kleinstmdglichen Facheninhalt, bei der alle Ecken auf Rasterpunkten
liegen und eine Seite die Lange 5 hat, ist das skizzierte Siebeneck. Es hat einen Umfang von
12 und einen Inhalt von 3.
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Setzt man an diese Figur eine schmalen Streifen der Grofle 12 X 1, vergroBert sich sein Um-
fang auf 36 und sein Inhalt auf 15. Fiigt man dabei von den beiden Figuren je eine Seite der
Lénge 1 aneinander, bleiben immer nur vier Seiten der Linge 1 tibrig.
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Das gesuchte Achteck darf aber nur eine Seite der Lange 1 besitzen. Also muss sein Flachenin-
halt mindestens 16 sein. Fiir diesen Wert lésst sich auch tatsichlich eine Losung finden.
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