FRAKTALE GEOMETR'E

Borsenturbulenzen — neu erklart

Die Geometrie, welche die Form von Kustenlinien und die Gestalt von Galaxienhaufen
beschreibt, erhellt auch, wie Aktienkurse steigen und abstirzen. Allerdings muBte der
Vorkampfer der fraktalen Geometrie dafiir sein Konzept auf ,Multifraktale” erweitern.

VON BENOIT B. MANDELBROT

rofessionelle  Aktien-
P und Devisenhiéndler

wissen es schon lange,
und private Anleger heute
besser denn je: Die Preise an
den Finanzmirkten #4dndern
sich oft mit atemberaubender
Geschwindigkeit. Ganze Ver-
mogen entstehen und verge-
hen in Ausbriichen hektischer
Marktaktivitit und wilder
Kursspriinge. So fiel im Sep-
tember vergangenen Jahres
der Kurs der franzosischen
Telekommunikationsgesell-
schaft Alcatel an einem Tag
um 40 Prozent und noch ein-
mal um 6 Prozent in den fol-
genden Tagen. Am vierten
Tag dagegen stieg er wieder
um 10 Prozent.

Eigentlich diirften solche
dramatischen Abstiirze iiber-
haupt nicht vorkommen. Das
jedenfalls ist die Aussage der
klassischen mathematischen
Modelle, die den groBten Teil
dieses Jahrhunderts zur Be-
schreibung der Finanzmirkte
verwendet wurden, insbesondere der sogenannten Portfolio-
Theorie, in der es darum geht, bei einem vorgegebenen Risiko-
niveau den Gewinn zu maximieren.

Die Mathematik hinter dieser Theorie behandelt extreme
Situationen durch freundliche MiBachtung: GroBe Kurs-
schwankungen werden als zu unwahrscheinlich angesehen, als
daB sie eine Rolle spielen konnten — oder schlicht als unkalku-
lierbar. Es stimmt schon: Fiir 95 Prozent der Zeit trifft die
Portfolio-Theorie im wesentlichen zu. Nur hilft das wenig,
wenn in den restlichen fiinf Prozent der Zeit entscheidende
Dinge passieren. Unvermeidlich dréngt sich der Vergleich mit
dem Segler auf hoher See auf. Wenn 95 Prozent der Zeit das
Wetter ruhig ist — schon fiir ihn. Aber es ist wenig sinnvoll, die
restlichen fiinf Prozent zu vernachlidssigen, wenn in dieser Zeit
ein Taifun aufziehen konnte.

Die Formeln, mit denen in der Portfolio-Theorie das Risiko
kleingerechnet wird, beruhen auf einer Reihe weitgehender,
aber letztlich unbegriindeter Voraussetzungen:
> Erstens seien Preisinderungen statistisch unabhéngig von-
einander. Wenn von gestern auf heute der Preis um 5 Prozent
gestiegen ist, sage das nichts iiber den Preis von morgen; Vor-
aussagen iiber kiinftige Marktentwicklungen seien unmdoglich.
» Zweitens seien diese Kursschwankungen statistisch so ver-
teilt, wie die GauBsche Glockenkurve (die auf dem Zehnmark-
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schein) angibt. Dahinter
steckt die Annahme, daB
nicht nur die Preisschwan-
kungen selbst, sondern auch
deren Ursachen, sprich die
Motive der zahlreichen Ak-
teure, zu kaufen oder zu ver-
kaufen, voneinander unab-
héngig seien.

Zu jeder Glockenkurve
gehort ein Zahlenwert, die
Standardabweichung. Sie be-
zeichnet, angewendet auf Ak-
tienkurse, deren durchschnitt-
liche Schwankung. Je hoher
dieser Wert, desto breiter ist
die Kurve. Mit diesem einen
Zahlenwert ist die Gestalt der
Kurve im wesentlichen schon
erschopfend beschrieben; das
gilt auch fiir die theoretische
Wahrscheinlichkeit extremer
Ereignisse. Fiir eine Schwan-
kung vom Zehnfachen der
Standardabweichung  liegt
diese Wabhrscheinlichkeit in
der GroBenordnung 10-24 —
praktisch von der Unmog-
lichkeit nicht zu unterschei-
den. Taifune gibt es nach dieser Theorie einfach nicht.

Stimmen die Finanzdaten mit solchen Annahmen iiberein?
Keineswegs. Trigt man Aktien- oder Devisenkurse iiber der Zeit
auf, so zeigt sich zwar ein bestindiges Auf und Ab kleiner
Schwankungen — nicht ganz so gleichmdBig, wie der Glocken-
kurve entspriiche, aber einigermaBen. Von diesem Hintergrund
jedoch hebt sich eine erhebliche Zahl plotzlicher groBer Spriinge
ab, wie die oben beschriebenen der Alcatel-Aktie. Mehr noch:
Die Grofe der Preisbewegungen — der grofien wie der kleinen —
kann durchaus iiber ein Jahr ungefihr gleich bleiben und dann
plotzlich fiir eine lingere Zeit zunehmen. GroBe Preisspriinge
héufen sich, wenn es am Markt turbulenter zugeht.

Insgesamt sind solche Zacken in der Preiskurve ziemlich
hiufig zu beobachten — etwa jeden Monat —, und ihre Wahr-
scheinlichkeit liegt bei ein paar Hundertstel statt der genannten
10-24, Die beobachtete Verteilungskurve der Preisschwankun-
gen fallt also bei weitem nicht so schnell auf null ab wie die
GauB3-Kurve. Sie hat beiderseits breite Schwinze (heavy tails;
sieche Spektrum der Wissenschaft, Februar 1998, S. 105).

Eine Verteilung, die einer GauBschen Glockenkurve folgt,
nennt man Normalverteilung. Heif3t das, die Finanzmérkte wi-
ren nicht normal? Natiirlich nicht. Sie sind, wie sie sind. Wenn
die Realitit nicht zur Theorie pait, mufl an der Theorie etwas
falsch sein.

STEPHEN SIMPSON, BAVARIA BILDAGENTUR
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Die moderne Portfolio-Theorie ist gefahrlich fiir den, der zu
stark an sie glaubt, und eine Herausforderung fiir den Theoreti-
ker. Thre Anhédnger rdumen zwar mitunter gewisse Méngel ein,
halten jedoch dafiir, dafl andere Voraussetzungen einer mathe-
matischen Modellbildung nicht zugénglich seien. Sollte es prin-
zipiell unmoglich sein, wenigstens fiir einige Eigenschaften
grofler finanzieller Umbriiche eine strenge quantitative Be-
schreibung zu finden? Pessimisten bestreiten das. Groe Markt-
verdnderungen seien Anomalien, einmalige Akte ,,hdherer Ge-
walt“ ohne faBbare Regelhaftigkeit. Einige Leute, darunter ich
selbst, haben versucht, die Portfolio-Theorie durch kleine Re-
paraturen an den fragwiirdigen Voraussetzungen nachzubessern
— aber ohne jedes Leitprinzip und deshalb nur mit bescheide-
nem Erfolg. In langjéhriger Arbeit habe ich mich daher zu einer
offensiveren Grundhaltung durchgerungen.

Ich behaupte, daB Preisschwankungen sich durch ein Mo-
dell erklédren lassen, das auf der von mir entwickelten fraktalen
Geometrie beruht. Nicht daB8 sich mit Fraktalen — oder deren
Verallgemeinerung, den Multifraktalen — die Zukunft mit Ge-
wibBheit vorhersagen liee. Aber sie liefern ein realistischeres
Bild der Marktrisiken als andere Modelle. Wenn man bedenkt,
daB3 die Fehlberechnung sol-

die Zeitskala dehnt oder staucht und die Preisskala geeignet
anpal3t. Einem Kursverlaufsdiagramm (einemi chart) ohne Ska-
lenbeschriftung konnte ein Betrachter nicht ansehen, ob aufein-
anderfolgende Datenpunkte sich auf Wochen, Tage oder Stun-
den beziehen. Demnach sind Borsen-Charts fraktale Kurven
und somit vielen méchtigen Methoden der theoretischen und
rechnerischen Analyse zugénglich.

Richtig selbstdhnlich im strengen Sinne sind diese Kurven
allerdings nicht: Ein schlicht vergroBertes Bild eines Kurven-
stiicks sieht doch etwas anders aus als die Kurve selbst. Wenn
zum Beispiel, wie bei Aktienkursen iiblich, die typischen Zak-
ken hoher als breit sind, muB man vielmehr in horizontaler
Richtung stirker vergroBern als in vertikaler, um die globalen
Eigenschaften der Kurve aufrechtzuerhalten: Die Zeitskala ist
mit einem groBeren Faktor zu multiplizieren als die Preisskala.
Eine Kurve mit dieser Eigenschaft heif3t ,,selbst-affin*“; denn in
der Geometrie werden alle Transformationen, die aus Streckun-
gen und Stauchungen mit unterschiedlichen Faktoren bestehen,
affin genannt.

Es gibt also bei Borsen-Charts geometrische Eigenschaften,
die unter gewissen Transformationen unverindert (,,invariant‘)

bleiben. Die meisten Statisti-
ker messen solchen Invarian-

cher Risiken erst kiirzlich fast 1
den Zusammenbruch eines
hedge fund (eines groBen In-
vestmentfonds) mit uniiber-
sehbaren Folgen ausgelost
hitte, wire es fahrlissig, ein
besseres Mittel der Risiko-
schétzung nicht zu nutzen.
Fiir Fraktale und Multi-

Generator

b
N

Preis

ten wenig Bedeutung zu; aber

fiir Physiker und Mathemati-

ker wie mich ist eine interes-
< sante Invariante — und sei es
nur im theoretischen Modell
— etwas vom Schonsten.

Ein solches Modell dient
dazu, eine gute Imitation ei-

fraktale gibt es bereits eine 0

Zeit 1

nes Borsencharts herzustel-

ausgearbeitete  mathemati-
sche Theprie. Fraktalg Must-er el e

treten nicht nur bei Preis- des Generators

schwankungen auf, sondern
auch bei der Verteilung der <
Galaxien im Kosmos, in der i e
Gestalt von Kiistenlinien und
in den dekorativen Bildern,
die heute von ungezihlten

_ | len. Der erste, sehr grobe Ver-
L such ist eine gerade Linie
< tiber dem Intervall von 0 bis
, 1. Man kann sich vorstellen,

SN daB diese Strecke den Bor-
senkurs von gestern 12 Uhr
mit dem Kurs von heute 12
Uhr verbindet. Aber auf die
Zeitskala kommt es nicht an;

Computerprogrammen  er-

genausogut konnte der Ge-

zeugt werden (siehe ,,Fraktale
— eine neue Sprache fiir kom-
plexe Strukturen“ von Hart-
mut Jiirgens, Heinz-Otto Peit- AN
gen und Dietmar Saupe, 4 ARG
Spektrum der Wissenschaft, 2 ! y
September 1989, S. 52). 8
Ein Fraktal ist eine geo- e

| samtzeitraum ein Jahr sein.

g Diese gerade Linie ersetzt

% N man nun durch einen Strek-
N A B kenzug aus drei Stiicken

‘ Y | —(Bild 1): Man interpoliert ge-
wissermaflen zwischen den
Endpunkten der bisherigen
Strecke, so als wiirde man

metrische Form, die sich in

Preise zu Zwischenzeiten in

Teile zerlegen 148t, deren je-
der eine verkleinerte Version
des Ganzen darstellt. Diese
Eigenschaft ist als Selbstihn-
lichkeit bekannt geworden. In 7IAN
bezug auf Finanzen ist dieses AN/
Konzept keine aus den Fin- )
gern gesogene Abstraktion,

der Kurve nachtragen. Damit
auf- und absteigende Preise
vorkommen koOnnen, besteht
dieser Streckenzug aus auf-
und absteigenden Stiicken.
Man nennt ihn den
Generator (,,Erzeuger®) eines
Fraktals. Denn er ist das ein-

sondern die formale Prizisie-
rung einer allgemeinen Bor-
sianerweisheit, daB nimlich
der zeitliche Verlauf eines
Wechsel- oder Aktienkurses
im wesentlichen genauso aus-
sieht wie zuvor, wenn man
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1 Ein dreiteiliger Fraktalgenerator (oben) kann wiederholt auf
sich selbst interpoliert werden; dabei ergeben sich die unteren
drei Bilder. Das so entstehende Muster dhnelt mit jedem Itera-
tionsschritt immer mehr wirklichen Marktpreisentwicklungen.
(Beim Interpolieren des Generators auf einem fallenden Teilstiick
werden Oben und Unten vertauscht.) ?

LAURIE GRACE

zige, was zur Erzeugung des
Gebildes verwendet wird —
das allerdings sehr oft. Im
néchsten Schritt wird ndmlich
jedes gerade Teilstiick durch
eine geeignet gestauchte und
zurechtgezerrte Kopie (ein af-
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fines Bild) des Generators ersetzt. Aus einem dreiteiligen Strek-
kenzug wird so ein neunteiliger aus drei Exemplaren des Gene-
rators. Aus jeder der neun Strecken wird im néichsten Schritt
wieder ein Dreiteiler, und so weiter ohne Ende — theoretisch. In
der Praxis gentigt es, bis zu Intervallen herunter zu interpolie-
ren, die so lang sind wie die Dauer einer einzelnen Handels-

Vom Fraktal zum Multifraktal

transaktion: allenfalls einige Sekunden. Jeder Ausschnitt der
sich ergebenden Zackenlinie hat eine Form, die ungefidhr wie
das Ganze aussieht: Der Chart ist selbstaffin — so wurde er ja
konstruiert. Das Neue (und Uberraschende) ist, daf} diese Kur-
ven eine reichhaltige Struktur zeigen — eine Grundlage sowohl
fiir die fraktale Geometrie als auch fiir die Chaostheorie.

2 Verkiirzt
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Einige wenige ausgewihlte Gene-
ratoren liefern Kurven eines ruhigen
Marktgeschehens, wie es der Portfo-
lio-Theorie entspricht. Diese speziel-
len Generatoren heifilen unifraktal,
und sie erfiillen sehr einschrinkende
Bedingungen. Der zentrale Fehler der
Portfolio-Theorie ist, sich auf diese
Spezialfdlle zu beschrinken. Sie ist
wie eine Theorie der Ozeanwellen, in
der Wellenhohen oberhalb von zwei
Meter verboten sind.

Dagegen ist die fraktale Geome-

4 trie von solcher Allgemeinheit, dal} sie

sowohl die ruhigen Mirkte der Portfo-
lio-Theorie als auch die tumultartigen
Aktivititen der jiingsten Zeit erfaft.
Die eben beschriebene Konstruktions-
methode fiir ein fraktales Preismodell
1dRt sich so abindern, daff die Markt-
aktivitit sich mal beschleunigt, mal
verzogert. Im Gegensatz zum klassi-
schen Modell ist also die Volatilitit
(,,Flichtigkeit™) eines Kurses, die
Durchschnittsrate seiner Verinderung
pro Zeiteinheit, selbst mit der Zeit ver-
dnderlich — daher der Vorsatz ,Multi®
vor ,,Fraktal .

Aus einem Unifraktal ein Multi-
fraktal zu machen ist sehr einfach:
Man verlidngert beim Generator die
(horizontale) Zeitskala an einer Stelle
und verkiirzt sie entsprechend an ei-
ner anderen, so daf} die Teile des
Generators gestreckt oder gestaucht
werden. Die vertikale Achse kann da-
bei unverdndert bleiben. So wird in
Bild 2 das erste Teilstiick des uni-
fraktalen Generators U zugunsten des
zweiten schrittweise verkiirzt. Aus U
werden nacheinander die multifrakta-
len Generatoren M1 bis M4. Die Han-
delsaktivitit, die dem ersten Teilstiick
des Generators entspricht, konzen-
triert sich also auf einen kiirzeren
Zeitraum und wird dadurch heftiger;
entsprechend flaut sie durch die Ver-
lingerung des zweiten Teilstiicks ab

[

— (Bild 3).

Wenn man auf den so verinderten
Generator den beschriebenen Interpo-
lationsprozel anwendet, entsteht eine
Kurve, die von M1 bis M4 zunehmend
den charakteristischen Schwankungen
eines unbestidndigen Marktes dhnelt

L (Bild 4). Um der Realitit noch niher
zu kommen, wurden die drei Stiicke
des Generators zufillig permutiert —
was im Bild nicht dargestellt ist: Man
wiirfelt gewissermalien bei jedem In-
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Welche Kurve ist die gefalschte?

ie gut kénnen Multifraktale echte

Preis-Charts wiedergeben? Verglei-
chen wir mehrere historische Preisverlaufe
mit ein paar kunstlichen Modellen.

Die erste Kurve ist offensichtlich noch
weit von der Realitat entfernt. Sie ist au-
Berordentlich einférmig und lauft auf ei-
nen konstanten Hintergrund kleiner Preis-
anderungen hinaus, wie das Rauschen
beim Radioempfang. Die Volatilitat bleibt
gleichformig, ohne plétzliche Springe.
Wenn das die Aufzeichnung eines histori-
schen Preisverlaufs ware, wirden sich die
Veranderungen zwar von Tag zu Tag unter- ‘
scheiden, aber die Monate wirden insge- (3
samt doch sehr gleichartig verlaufen.

Die ziemlich einfache zweite Kurve ist 7
che Zacken. Aber die stehen iscliert gegen 8" ' ' l ' “ !

schon besser, denn sie zeigt viele plotzli-

einen unveranderlichen Hintergrund, in

dem die Variabilitat der Preise ungefahr gleich bleibt. Das ist
bei der dritten Kurve besser getroffen; daflir zeigt sie keine
urplotzlichen Spriinge.

Alle drei Diagramme sind mit bloBem Auge als unrealistisch
zu erkennen. Woher stammen sie? Kurve 1 folgt einem Modell,
das der franzosische Mathematiker Louis Bachelier (1870 bis
1946) im Jahre 1900 eingefihrt hat. Die Preisveranderungen

terpolationsvorgang aufs neue aus, in welcher Reihenfolge man
die Teilstiicke des Generators aneinandersetzt.

Was sollte nun ein professioneller Anleger, Devisenhédndler
oder sonstiger Marktstratege aus all dem schlieBen? Die Dis-
krepanzen zwischen der Portfolio-Theorie und der Realitét sind
offensichtlich. Die Preise variieren nicht stetig, sondern oszil-
lieren wild, und zwar auf allen Zeitskalen. Die Volatilitit ist die
entscheidende BestimmungsgroBe — aber sie ist eben weder
konstant noch leicht berechenbar. In der Vergangenheit nahmen
die Geldmanager hin, daf} die Portfolio-Theorie die Stetigkeit
und Beschriinktheit der Preisbewegungen voraussetzt, weil sie
nichts Besseres hatten. Aber nun miissen sie die gegenwirtigen
Finanzmodelle nicht mehr zum Nennwert akzeptieren.

Statt dessen kann man nunmehr mit Multifraktalen ein Port-
folio einem Hirtetest unterziehen. Dabei versucht man die Re-
geln (im wesentlichen die Generatoren) so zu gestalten, dab die
entstehenden Multifraktale die gleichen Muster erzeugen wie
die unbekannten Regeln, welche die echten Mirkte regieren.
Die Theorie beschreibt exakt den Zusammenhang zwischen der
Form des Generators und den Auf- und Ab-Mustern der Preis-
bewegungen, die sich in den echten Charts finden.

folgen einer Irrfahrt (random walk); dazu
gehort die Glockenkurve, womit das Modell
auf die Portfolio-Theorie hinauslauft. Die
Kurven 2 und 3 ergeben sich aus Verbesse-
rungsversuchen von Bacheliers Arbeiten.
Die eine entspricht einem Modell, das ich
1963 vorgeschlagen habe (basierend auf
Lévy-stabilen Zufallsprozessen) und einem,
das ich 1965 publiziert habe (basierend
auf fractional Brownian motion). Beide
sind nur unter sehr speziellen Marktbedin-
gungen sinnvoll.

Von den — wichtigeren — flinf unteren
Diagrammen beruht wenigstens eines auf
echten Marktdaten, und wenigstens ein
weiteres ist ein computergeneriertes Bei-
spiel meines letzten multifraktalen Modells.
Bevor Sie weiterlesen, versuchen Sie, diese
Charts richtig zuzuordnen! Ich hoffe, daB
auch Sie auf die Falschungen hereinfallen.

BENOIT B. MANDELBROT
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Demnach miifite sich zu historischen Marktdaten ein kor-
rekter fraktaler Generator finden lassen. Unser aktuelles Modell
extrapoliert nicht einfach, was sich gestern oder letzte Woche
im Markt abgespielt hat. Vielmehr liefert es eine realistischere
Darstellung von Marktfluktuationen; der Fachausdruck ist frac-
tional Brownian motion (Brownsche Bewegung mit gebroche-
nem Exponenten) in multifraktaler Handelszeit.

Das Modell ist geeignet, auf der Grundlage zuriickliegender
Handelsaktivititen verschiedene Szenarien fiir die Zukunft
durchzurechnen. Das geht zwar nicht so weit, daf ein Preis-
anstieg oder -abfall an einem bestimmten Tag prognostiziert
werden konnte. Aber es gibt immerhin Schitzungen fiir die
Wahrscheinlichkeit zukiinftiger Ereignisse und damit die
Moglichkeit, sich gezielter auf die unweigerlichen Wetterum-
schwiinge einzustellen.

Die neuen Modellierungsverfahren konnen ein Licht der
Ordnung in das scheinbar undurchdringliche Dickicht der Fi-
nanzmarkte bringen. Und sie bestitigen die alte Seefahrerregel,
die, wie die jiingsten Ereignisse gezeigt haben, alle Beachtung
verdient: Selbst bei der ruhigsten See kann kurz hinter dem
Horizont der Sturmwind aufziehen. =

Benoit B. Mandelbrot hat zu vielen Gebieten
der Wissenschaft und der Kunst beige-
tragen. Von Haus aus Mathematiker, ist er
seit 1987 Professor fiir Mathematik an der
Yale-Universitét in New Haven (Connec-
ticut). Am Thomas-J.-Watson-Forschungs-
zentrum in Yorktown Heights (New York),
wo er von 1958 bis 1993 arbeitete, hat er
den Status eines IBM Fellow Emeritus fiir
Physik. Er ist Mitglied mehrerer Wissen-
schaftsvereinigungen und wurde mit
zahlreichen Preisen ausgezeichnet.

LOUIS FABIAN BACHRACH
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