PHYSIKALISCHE UNTERHALTUNGEN

Warum steigt der Wasserspiegel?

Man muss nicht den Druck bemiihen, um Gleichgewichte in der Hydro-

statik zu finden. Der Energiebegriff erweist sich als nttzlicher.

Von Norbert Treitz

ruck ist Kraft geteilt durch Fliche,
lernt man in der Schule. Das klingt
einfach und macht plausibel, dass in der
Mechanik der Fliissigkeiten der Druck als
zentrale GrofSe gilt. In Wirklichkeit ist es
nicht ganz so einfach. Es handelt sich um
den (skalaren) Quotienten aus dem Vek-
tor Kraft und dem Vektor, der die Fliche
beschreibt (und auf ihr rechtwinklig
steht); beide Vektoren miissen in dieselbe
Richtung weisen. Um die eigentlich trivi-
ale Tatsache zu zeigen, dass dieser Skalar
»nach allen Richtungen« gleich ist, wer-
den sogar spezielle Gerite angeboten.
Nehmen wir stattdessen einen viel
bequemeren Begriff, der seine Niitzlich-
keit schon »im Trockenen«, nimlich
beim Studium von Waagen, bewiesen
hat: die Energie (Physikalische Unterhal-
tungen, Oktober 2004). Dabei lassen
wir den Beitrag der Kapillaritit zur Ener-
gie aufler Acht, fiillen also unsere Fliis-
sigkeit nicht in sehr enge Rohrchen. Ver-
formungsenergien sollen ebenfalls keine
Rolle spielen, denn Fliissigkeiten sind
nahezu inkompressibel. (Eine Fliissigkeit
nimmt zwar durch Druck kaum an Vo-
lumen ab; aber nur durch diese minima-
le Kompression setzt sich — iiber Stof3e
zwischen den Molekiilen — auf Kolben-
druck am einen Ende des Zylinders das
Wasser am anderen Ende in Bewegung.
Gleichwohl ist in der Energiebilanz die
Verformungsenergie vernachlissigbar.)

Als Modell fiir ein Schiff auf einem See
diene ein Stiick Holz in einem wasserge-
filllten Becher. Wie wandert der gemein-
same Schwerpunkt von Schiff und Was-
ser, wenn das Schiff von einem Riesen —
oder im Modell von Thnen — tiefer
eingetaucht oder angehoben wird? Die
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einzelnen Schwerpunkte gehen verschie-
dene Wege, aber ob sich das ausgleicht?

Die einzige Energie, auf die es hier
ankommyg, ist die potenzielle Energie im
homogenen Schwerefeld; die ist propor-
tional der Héhe des Schwerpunkes (iiber
einer willkiirlichen Nulllinie). Da zum
stabilen Gleichgewicht ein lokales Mini-
mum der potenziellen Energie gehort,
muss die tiefste Lage des Schwerpunkts
beim normal schwimmenden Schiff vor-
liegen, denn in diese Lage kehrt es nach
dem Eingriff des Riesen so oder so zu-
riick. Einerlei ob der das Schiff tiefer
tunkt oder anhebt, der Schwerpunkt des
Gesamtsystems erhohe sich.

Das wird noch deutlicher, wenn man
ein U-Rohr betrachtet. Seine Schenkel
diirfen verschieden weit und unregelmi-
Big geformt sein — nur nicht zu eng, da-
mit die Kapillaritdt vernachlissigbar ist.
Der Schwerpunkt der Fliissigkeit liegt
genau dann am tiefsten, wenn die »Spie-
gel«, das heifft die Grenzflichen zur At-
mosphire, in beiden Schenkeln gleich
hoch sind. Denn fiir jede Anderung aus
diesem Zustand heraus miisste per saldo
ein Teil der Fliissigkeit von einem tiefe-
ren zu einem héheren Niveau verlagert
werden, was den Schwerpunkt anheben
wiirde. Das klirt auch, warum das Was-
ser in beiden Teilen einer GiefSkanne
(oder sonst in »kommunizierenden Ge-
fiflen«) gleich hoch steht (Bild rechts).

Wenn das Wasser im U-Rohr
schwappt, wandert der Schwerpunke der
ganzen Flissigkeit exake auf einer nach
oben offenen Parabel (2. Grades), wenn
die Schenkel zylindrisch und senkrecht,
aber nicht notwendigerweise gleich dick
sind. Zum Minimum im Scheitel der Pa-
rabel gehort das Gleichgewicht mit bei-
den Oberflichen in einer gemeinsamen
horizontalen Ebene.
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Dichtemessungen: Auf einer Seite des
U-Rohrs werde eine leichtere Fliissigkeit
hinzugegeben, die sich mit der anderen
nicht mischt. Welche Gleichgewichts-
konfiguration stellt sich ein? Hier hilft
es, sich die Materie so vorzustellen wie
Isaac Newton: Die kleinsten Teilchen
sind alle gleich schwer (also miisste man
heute am ehesten an Nukleonen den-
ken), sie sind nur mit groferen oder klei-
neren Zwischenriumen gepackt. Wenn
ein Glas mit Bier und Schaum dariiber
auf der Waage steht, kann der Schaum
zerfallen. Dabei sortiert sich das Ge-
misch aus Gas und Bier (also der
Schaum) vertikal, sodass nachher das
Gas ganz iber der Flissigkeit ist. Die
quantitas materiae (wir sagen heute Mas-
se) hat sich nicht gedndert, die Waage
schligt nicht aus, der Schaum ist sozusa-
gen mit Luft verdiinntes Bier; aber auch
Eis ist — aufgespreizt durch die Briicken-
bindungen — mit etwas mehr Vakuum
verdiinntes Wasser.

Ol ist hinsichtlich des Schwerefelds
so etwas wie (zum Beispiel) auf das 1,25-
fache Volumen verdiinntes Wasser. Wenn
eine Olschicht von 1 cm Héhe in einem
Schenkel ist, sollte der andere Schenkel
mit Wasser 8 mm iiber der unteren
Grenze, also 2 mm unter der oberen des
Ols gefiille ein. Denn eine infinitesimal
kleine Verlagerung des Ols um ein Volu-

Stabiles Gleichgewicht und Ungleich-
gewichte der GieBkanne mit Analogie



Wenn sich die Fliissigkeiten um ein sehr
kleines Volumen dV nach rechts verschie-
ben, wandert ein Volumen dV der blauen
Fliissigkeit abwarts von Héhe A nach B
und ein gleiches Volumen der gelben auf-
warts von B nach C. Verhalten sich die
Dichten wie die Hohendifferenzen, be-
steht (stabiles) Gleichgewicht.

men 4V nach oben entspricht dem
Hochpumpen von 4V Ol um 1 cm und
gleichzeitig dem Absenken des gleichen
Volumens Wasser um 8 mm (Bild oben,
links). Die potenzielle Energie (und die
Hohe des gemeinsamen Schwerpunkts)
als Funktion der Pegelinderung haben
hier also eine Horizontalstelle, und zwar
ein Minimum, wie man beim Betrach-
ten groflerer Verschiebungen sicht.

So kann man mit dem U-Rohr (das
ziemlich unregelmiflig geformt sein
darf) Dichteverhiltnisse sehr einfach be-
stimmen, wenn die Fliissigkeiten sich
nicht mischen. Geht das auch, ohne dass
man etwas von beiden aus ihren Fla-
schen ausgief3e?

Nach James Watt nimmt man dafiir
ein umgekehrtes U-Rohr, in das man
mit einer absperrbaren Verzweigung ei-
nen kleinen Uberdruck pusten muss. Bei
ungiftigen Fliissigkeiten oder entspre-
chenden Vorsichtsmafinamen darf es
auch ein Unterdruck sein, wobei die
nutzbare Hohe des Rohrs dann kaum
noch begrenzt ist. Etwas aufwindiger ist
eine kleine Arztspritze zur Verlagerung
des eingesperrten Luftvolumens. Dieses
»Stiick Luft« wirkt dabei wie ein ver-
schiebbares, nahezu invariables Volumen
fast ohne Masse.

Alternativ kann man die eingetauch-
ten Rohrchen nach oben offen lassen,
daftir aber die Luftriume iiber beiden
Fliissigkeitsspiegeln in den Flaschen
durch einen Schlauch miteinander ver-
binden und gegen die Auflenluft abdich-
ten. Das ist die Watt'sche Anordnung
unter Vertauschung von Innen- und Au-
flenbereich.

Wenn es Sie stort, dass wir nun doch
den Druckbegriff im Spiel haben: Man
konnte im Gedankenversuch irgendeine
Fliissigkeit nehmen, die fast masselos ist
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Dichtemessung nach Watt, Variante
mit verkleinertem Luftvolumen: Das
Verhaltnis der Dichten von gelber und
blauer Flissigkeit ist (B-A):(D-C). In
der Analogie mit Ketten anstelle der
Flissigkeiten (rechts) tritt an die Stel-
le der Dichte die Masse pro Langen-
einheit.

und etwas mehr — oder etwas weniger —
Volumen hat, als im Schlauch sonst zwi-
schen den Spiegeln frei wire. Im stabilen
Gleichgewicht steht nun an beiden En-
den des U-Rohrs die jeweilige Fliissigkeit
innen tiefer — im zweiten Fall hoher — als
auflen. Das Verhiltnis dieser Differenzen
ist der Kehrwert des Dichteverhiltnisses
(Bild oben, rechts).

Wenn unsere eingesperrte Luft — die
wir als inkompressibel ansehen diirfen,
obwohl niemand das allgemein als Ei-
genschaft der Luft bezeichnen wiirde —
um ein infinitesimales Volumen &V ver-
schoben wiirde, dann wiirde an beiden
Enden die Fliissigkeitsmenge 4V um die
dazugehorige  Hohendifferenz
nach oben beziehungsweise unten verla-
gert. Wenn das zusammen energetisch
neutral sein soll (Horizontalstelle der po-
tenziellen Energie), miissen sich die Ho-
hendifferenzen umgekehrt wie die Dich-
ten verhalten.

Kaum zu glauben: Die beiden Schen-
kel des Réhrchens miissen nicht gleich
weit sein, nicht einmal zylindrisch, es
kommt nur auf das Verhiltnis der bei-
den Hohendifferenzen an, denn zum Vo-
lumen 4V gehéren verschwindend kleine
Hohen, und was in die »Rechnung« ein-
geht, sind nicht diese Héhen, sondern
die gedachten Hohenwanderungen, also
die Hohenunterschiede zwischen den
Stellen, wo das Volumen weggenommen
und wo es zugefiigt wird.

Das Bild rechts daneben zeigt eine
Analogie mit Ketten und masselosen,
undehnbaren Fiden an reibungslosen
Rollen. Fiir sich genommen ist jede Ket-
te im Gleichgewicht, wenn beide Enden
ihres massebehafteten Teils gleich hoch
hingen. Der rote Faden erzwingt, dass
die beiden inneren Enden héher liegen,
lasst aber wegen der mittleren Rolle frei,
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wie sich diese Anhebung auf beide Ket-
ten verteilt. Dieses Verhiltnis wird durch
das Verhiltnis der lingenbezogenen Mas-
sen der Ketten bestimmt.

Eine infinitesimale Anderung wiirde
alle vier Niveaus A, B, C und D um die
gleiche kleine Differenz @b nach oben
beziehungsweise unten indern. Das ent-
spricht per saldo einer Wanderung eines
Kettenstiickes der Linge 4/ von A nach
B und eines gleich langen — cher gleich
kurzen — Stiickes der anderen Kette von
D nach C. Im Gleichgewicht ist das
energetisch neutral, wenn sich B—A4 und
D—C umgekehrt wie die lingenbezoge-
nen Massen verhalten.

Wer glaubt, man miisse die Hydro-
statik unbedingt {iberall mit Driicken
diskutieren, miisste sich hier um die Ab-
hingigkeit der Fadenspannung von der
Hoéhe Gedanken machen. Einfacher geht
es in beiden Fillen mit der Energie, die
obendrein im Gegensatz zum Druck
keine spezielle GrofSe fiir die Hydrosta-
tik ist, sondern bei allen Gleichgewich-
ten in der ganzen Physik die gleiche Rol-
le spiel.

Trotzdem ist die Analogie nicht ohne
Tiicken. Bei den Ketten spielen die Ge-
wichte entscheidende Rollen, bei den
Fliissigkeiten aber die Dichten. Man
pflegt von Fliissigkeitssiulen (statt Fliis-
sigkeitsschichten) zu sprechen und er-
klart damit stillschweigend den Fall glei-
cher Querschnitte zum Normalfall. Und
schon ist man genétigt, iiber das »hydro-
statische Paradoxon« zu staunen, das
nichts weiter besagt, als dass es — auch
fiir den Druck — nicht wirklich auf das
Gewicht von Siulen ankommt, sondern
auf das Integral der Dichte nach der ver-
tikalen Koordinate, vollig unabhingig
vom waagerechten Querschnitt. Was
aber in allen Fillen entscheidet, ist die
Energiednderung bei einer infinitesima-
len (»virtuellen«) Verlagerung von gleich
kleinen infinitesimalen Volumen-(Lin-
gen-)Stiickchen um grofle — und mess-
bare — Hohendifferenzen.

Wieso spritzt in Herons Brunnen das
Wasser hoher als tiber jede Fillhohe in
dem System? Man kann sagen: Mit
Uberdruck, der mit dem leichten Medi-
um Luft auch nahezu unvermindert zwi-
schen verschiedenen Hohen »iibertra-
gen« werden kann, wird Wasser aus dem
oberen Topf gespritzt (Bild rechts oben).

Man kann aber auch sagen: Wenn man

das Ausgussrohr einer vollen Gieffkanne [>
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weit unten abschneidet, spritzt das Was-
ser nach oben heraus. Auf Herons Brun-
nen angewandt: In einem lingeren Rohr-
chen an der Stelle des Spritzrohrchens
(das im Bild rechts oben nur zur Erliute-
rung eingezeichnet ist) muss im Gleich-
gewicht der Niveauunterschied zwischen
den »linken« Wasserspiegeln so grof§ sein
wie zwischen den »rechten«. Da das
rechte Réhrchen aber in Wirklichkeit zu
kurz ist, spritzt dort das Wasser heraus.

Man ersetze in Gedanken die Ol-
schicht aus der ersten Anordnung zur
Dichtemessung (diesmal mit zylindri-
schen Rohrchen) durch ein festes Objeke
gleicher Dichte, zum Beispiel einen rei-
bungsfreien Stopsel definierter Masse,
der fast den ganzen Querschnitt ausfiillt.
Am stabilen Gleichgewicht dndert sich
dadurch nichts. Dann kann man aber
auch gleich auf die zwei Schenkel des U-
Rohrs verzichten und den Stdpsel ein-
fach wie ein Schiff schwimmen lassen —
kentern darf er natiirlich nicht.

Vom U-Rohr zum umgekehrten Schiff:
Als Nichstes wihlen wir als Schiff und
als See zwei zylindrische Réhrchen (zum
Beispiel aus einer Glas-Spardose fiir
Miinzen) mit etwas verschiedenen
Durchmessern. Dass die Kapillaritit die
Sache ungenau machg, dndert nichts am
stabilen Gleichgewicht: Tunken wir das
innere Rohrchen tiefer und lassen los,
kommt es zuriick, aber auch, wenn wir
es etwas anheben und dann loslassen.
Gibt es auch labile Gleichgewichte?
Dazu halten wir beiden Rohrchen im
leicht eingetunkten Zustand fest, drehen
sie schnell auf den Kopf und lassen so-
fort das innere Rohrchen los. Anschlie-
flend liuft zwar das Wasser aus, aber wir
kénnen noch beobachten, wie das innere
Réhrchen (»Schiff«) aufsteigt. Wenn wir
denselben Versuch mit dem etwas ange-
hobenen statt eingetunkten Schiff ma-
chen, fillt es sogleich heraus, was erheb-
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Schiff (inneres Rohrchen) im

See in verschiedenen Startpo-
sitionen vor dem Umdrehen (oben)
und danach. Die Pfeile zeigen an, in
welche Richtung der gemeinsame
Schwerpunkt jeweils wandern wird.

Herons Brunnen; das einge-
sperrte nahezu konstante Luft-
volumen ist grau gezeichnet.

lich weniger iiberraschend ist. Des Rit-
sels Losung: Durch die Umkehrung des
Schwerefelds relativ zum System ist aus
dem lokalen Minimum der Energie ein
Maximum geworden, aus dem stabilen
also ein labiles Gleichgewicht.

Quizfragen

Der Schliissel im Boot auf dem See: Aus
einem schwimmenden Boot wird ein
Schliissel ins Wasser geworfen. Steigt
oder sinkt der Whasserstand dieses Sees
dadurch? Bitte erst raten, dann Modell-
versuch mit Gefiflen aus Kiiche oder
Hausbar machen, dann weiterlesen! Un-
ter Wasser verdringt der Schliissel sein
eigenes Volumen, im Boot aber ent-
spricht sein Gewicht dem Zufiigen von
einer gleich schweren Menge Wasser.
Wenn Sie gesagt haben »Viel kann es je-
denfalls nicht sein«, so haben Sie natiir-
lich Recht, aber man kann ja fiir konkre-
te Seen und Schliissel die Anzahl der
Atomlagen abschitzen. Sollte der Schliis-
sel eine kleinere Dichte als das Wasser
haben, so muss man unterscheiden, ob
er nach dem Hinauswerfen schwimmen
kann (fiir den Wasserstand neutral!) oder
ob er von einem Taucher unter Wasser
festgemacht wird.

Schrig stehende Flasche: Wenn man
cine teilweise gefiillte Flasche etwas
schrig stellt, wird der Schwerpunkt da-
bei angehoben. Wird er mehr gehoben,
wenn der Inhalt fliissig oder wenn er ein-
gefroren ist, die Oberfliche also waage-
recht bleibt oder gedreht wird (die Dich-
te sei nicht verschieden)? Die Antwort ist
sehr einfach: Wenn der gefrorene Inhalt
bei der schrig gestellten Flasche schmilzt
und die Oberfliche sich waagerecht ein-
stellt, kann der Schwerpunkt dabei je-
denfalls nicht steigen, und wenn er
gleich hoch bliebe, gibe es auch keinen
Grund zur Verinderung der Gestal.

Der Schwerpunkt im Trinkgefif$: Mar-

tin Gardner, der legendire Autor der

i i

»Mathematischen Spielereienc, fragte im
April 1972 in unserer Mutterzeitschrift
Scientific American, an welcher Stelle
der gemeinsame Schwerpunke von Ge-
fil und Inhalt durch seine minimale
Hohe wandert, wenn man eine zunichst
leere Bierdose allmihlich voll gieft. Im
darauf folgenden Heft beschrieb er ein
Gedankenexperiment mit eingefrorenem
Bier in einer seitwirts auf einem Messer
balancierten Dose und gelangte damit zu
einem bemerkenswerten Zwischenergeb-
nis: Der Schwerpunkt wandert genau
dann durch seinen tiefsten Punkt, wenn
er im Flissigkeitsspiegel liegt.

Die Erklirung ist eigentlich auch
ohne das Gedankenexperiment umwer-
fend einfach: Solange man Fliissigkeit
zugibt, die unter dem augenblicklichen
Schwerpunkt »landet«, steigt dieser ab,
im umgekehrten Fall auf. Dabei muss
keine Voraussetzung iiber Form oder Ge-
wichtsverteilung des Gefifles gemacht
werden, aufler dass der Schwerpunkt des
leeren Gefif3es tiberhaupt fiir die Fliissig-
keit erreichbar ist. Man kann sich also
fur den duflerst eleganten Beweis der Ko-
inzidenzaussage véllig von der umwelt-

feindlichen Dose frei machen. <
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