
Von Norbert Treitz

Wie geht die Folge 1 4 10 19 31 … 
weiter? Eine relativ nahe liegende – 

aber keineswegs die einzig richtige – Mög-
lichkeit besteht darin, sie als arithmetische 
Folge zweiter Ordnung aufzufassen. Das 
ist eine Folge, deren Diff erenzenfolge – 
die Folge der Diff erenzen benachbarter 
Folgenglieder – eine gewöhnliche arith-
metische Folge ist, in unserem Fall 3 6 9 
12 … Gewöhnliche arithmetische Folgen 
heißen in diesem Kontext auch »von ers-
ter Ordnung«. Das nächste Glied unserer 
Folge ist demnach 46.

Bilden wir umgekehrt zur Folge der 
natürlichen Zahlen 0 1 2 3 … die Sum-
menfolge, so fi nden wir eine arithmeti-
sche Folge zweiter Ordnung. Es ist die 
Folge der Dreieckszahlen 0 1 3 6 10 15 
21 … mit der allgemeinen Form 
n·(n+1)/2, was »im Wesentlichen« qua-
dratisch ansteigt, wie auch die Fläche des 
Dreiecks, das entsteht, wenn man 1, 3, 
6, … Spielsteine zeilenweise untereinan-
der schön gleichmäßig auslegt. (Man be-
achte: Ein Glied einer Summenfolge ist 
nicht die Summe zweier benachbarter 
Glieder, sondern die Summe aller bishe-
rigen Glieder der Ursprungsfolge!) 

Man kann das zu höheren Ordnun-
gen fortsetzen. Aus den Dreieckszahlen 
werden durch Bildung der Summenfolge 
die Tetraederzahlen 0 1 4 10 20 35 …, 
die »im Wesentlichen« wie n3 gegen un-
endlich gehen. Im Pascal’schen Dreieck 
fi ndet man diese Folgen parallel zu den 
seitlichen Rändern: ganz außen die null-
te Ordnung 1 1 1 1 1 …, dann die erste 
mit 1 2 3 4 … und so weiter.

Arithmetische Folgen zweiter Ord-
nung machen sich nützlich bei Proble-
men wie dem folgenden. Erreichen Sie 
mit möglichst wenigen ganzzahligen 
Summanden, deren erster und letzter 
den Wert 1 haben, die Summe 100, und 
zwar so, dass jeder Summand sich von 
seinem Vorgänger maximal um 1 unter-
scheidet. Die Lösung ist: 1 + 2 + 3 + 4 + 
5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 9 + 8 + 7 + 6 + 
5 + 4 + 3 + 2 + 1 mit den Zwischensum-
men 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 64 
72 79 85 90 94 97 99 100.

Das hat eine große Ähnlichkeit mit 
dem Problem, so schnell wie möglich 
von einer Kreuzung bis zur nächsten ro-
ten Ampel oder von einer U-Bahn-Hal-
testelle zur nächsten zu fahren, wenn – 
nicht ganz realistisch – die Beschleuni-
gung nach vorne und nach hinten den 
gleichen maximalen Betrag haben kann. 
Die Lösung ist, bis zur Mitte Vollgas zu 
geben und auf der zweiten Hälfte mit 
voller Kraft auf die Bremse zu steigen. 

Das ist weder besonders ökologisch 
noch ökonomisch, aber dafür ziemlich 
übersichtlich. Das arithmetische Problem 
ist die »Diskretisierung« des Verkehrspro-
blems. Die Geschwindigkeit ändert sich 
nicht mehr stetig mit der Zeit, sondern 
ist über kleine Zeitabschnitte – sagen wir 
Sekunden – hinweg konstant und ändert 
sich schlagartig von Sekunde zu Sekun-
de. Unsere Summanden sind die in jeder 
Sekunde zurückgelegten Werte. In einem 
diskretisierten Auto würde man jede Se-
kunde einen heftigen Schlag in den Rü-
cken beziehungsweise den Bauch verspü-
ren. Aber mit zunehmender Feinheit der 
Diskretisierung und entsprechend kür-
zerer Zeiteinheit steigen der Fahrkomfort 
und die Realitätsnähe. Die Rechnerei 
wird zwar mehr, bleibt aber im Prinzip so 
einfach wie im obigen Beispiel.

Ein Brettspiel: Diskretisierung lässt sich 
auch auf zwei Raumdimensionen an-
wenden, zum Beispiel auf das elemen-
tarste Problem des Straßenverkehrs: Wie 
mache ich es, dass der Krümmungsradi-
us meiner Fahrt nicht größer ist als der-
jenige der Straße? Oder in üblicher irre-
führender Formulierung: Wie vermeide 
ich es, dass ich – von wem eigentlich? – 
aus der Kurve getragen werde? Die Ant-
wort ist bekanntlich: hinreichend lang-
sam fahren, vor allem, wenn die Kurve 
eng und/oder die Straße glatt ist.

Für die diskrete Version brauchen wir 
nur kariertes Papier und einen Schreib-
stift. Zuerst wird die Bahn begrenzt, in-
dem Ketten von Kästchen als Hecken 
und damit für die Autos verboten mar-
kiert werden. Übrig bleibt ein Labyrinth 
von Straßen, die mehrere Kästchen breit 
sind und einige Kurven haben. Start

(-Kästchen) und Ziel(-Linie) werden be-
sonders markiert (Bild rechts unten).

Die wesentliche Spielregel ist nun: 
Das »Auto« fährt in einem Spielzug m 
Schritte nach Osten und n nach Norden. 
m und n sind dabei ganze Zahlen, die 
positiv oder (für west- und südwärts ge-
richtete Bewegungen) negativ sein dür-
fen; sie können von einem Spielzug zum 
nächsten um höchstens 1 zu- oder ab-
nehmen oder auch gleich bleiben, und 
zwar m und n unabhängig voneinander. 
Beim Start sind beide 0, das Ziel darf 
ohne vorherige Bremsung durchlaufen 
werden. Die Hecken dürfen nicht befah-
ren und auch nicht übersprungen wer-
den. Wer ein verbotenes Kästchen triff t, 
muss an den Start zurück und mit m = n 
= 0 neu anfangen (ganz ohne Kranken-
hausaufenthalt dazwischen; eine Begeg-
nung mit der Hecke geht also ziemlich 
glimpfl ich ab).

Ziel des Spiels ist es, mit möglichst 
wenig Zügen das Ziel zu überqueren. 
Dazu können die Spieler ihre Autos auf 
einem gemeinsamen Blatt laufen lassen 
oder auf einzelnen Kopien derselben 
Rennbahn. Auf einem Kästchen dürfen 
mehrere Autos zugleich stehen (sie sind 
sozusagen punktförmig und klein im 
Vergleich zum Kästchen). Andere Regeln 
würden das Spiel zu sehr in eine Variante 
von »Mensch ärgere dich nicht« ausarten 
lassen und von der simulierten Kinema-
tik ablenken.

Man merkt sehr bald, dass man durch 
enge Kurven mit hinreichend kurzen Zü-
gen laufen muss. Ganz vorsichtige Men-
schen bleiben sogar in jeder Kurve stehen. 
Man kann aber auch lernen, in zwei Di-
mensionen fast getrennt zu planen.

Die physikalische Interpretation der 
Spielregeln ist nahe liegend: Die Schritt-
zahlen m und n sind die beiden Kom-
ponenten des Geschwindigkeitsvektors. 
Dass man sie in jedem Zeitschritt nur um 
eine Einheit ändern kann, entspricht den 
begrenzten Beschleunigungs- und Brems-
möglichkeiten. Im Gegensatz zu einem 
echten Auto, dessen Fahrverhalten von 

r
Ein gelungener Lauf durch die dis-
kretisierte Autorennbahn. Die zu 

den neun Beschleunigungsmöglichkeiten 
gehörenden Tasten des Ziffernblocks sind 
in rot bei jeder Position des Autos einge-
tragen; sie und die Farben der Kreise zei-
gen die Beschleunigungsrichtungen an.

Schritt für Schritt
Ein altes Papier-und-Bleistift-Autorennen zeigt auf, warum Physik die 

großartigste Form der verlustfreien Datenreduktion ist.
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den Himmelsrichtungen unabhängig ist, 
hat allerdings das simulierte Auto in den 
diagonalen Richtungen etwas größere 
Freiheiten. 

Für den diskretisierten Autofahrer 
empfi ehlt es sich ebenso wie für den ech-
ten, in einer Kurve zur Innenseite dieser 
Kurve hin zu beschleunigen, ohne unbe-
dingt zum Stillstand zu kommen. Zugfol-
gen mit konstanter Beschleunigung sehen 
wie Parabeln aus; eine extrem schmale Pa-
rabel kann zu einem – hin und zurück 
durchlaufenen – geraden Strich entarten.

Nahe verwandt mit unserem Papier-
spiel hinsichtlich der Koordinaten-Auf-
spaltung ist ein als Geduldsspielzeug er-
hältliches Holzlabyrinth, bei dem man 
eine Kugel an vielen Löchern vorbei in 
ein Ziel bugsieren soll, indem man die 
Ebene, auf der sie rollt, durch zwei ge-
trennte Stellrädchen – in der Luxusversi-
on sogar mit Untersetzungen – um zwei 
zueinander rechtwinklige horizontale 
Achsen kippt. Profaner, aber für die Vor-
führung im großen Hörsaal geeigneter ist 
eine Glasplatte mit Schaumstoff polstern 

auf der Unterseite, die auf dem Over-
headprojektor liegt: Durch Drücken auf 
eine der vier Seiten setzt sich die Kugel 
auf der Platte in Bewegung, und es 
kommt darauf an, sie nicht gegen eine 
der auf die Platte geklebten »Hecken« 
prallen zu lassen. In beiden Fällen bleibt 
allerdings die Zeit »analog«, das heißt 
ohne erzwungenen Takt.

Spielprotokolle und Datenreduktion: 
In unserem Papier-und-Bleistift-Spiel 
kann jedes Augenblicksbild durch ein 
Koordinatenpaar (x, y) beschrieben wer-
den. Die x und die y bilden stückweise, 
nämlich jeweils so lange, wie die Be-
schleunigung konstant bleibt, arithmeti-
sche Folgen zweiter Ordnung. Durch die 
entsprechenden Punkte kann man Para-
beln – oder im Entartungsfall gerade 
Striche – legen.

Wenn das Spielfeld a Spalten und b 
Zeilen von Kästchen hat, so ist der Da-
teninhalt (der »Informationsgehalt«) ei-
nes solchen Bildes gleich log(a) + log(b). 
Die Basis der verwendeten Logarithmen 

ist beliebig, bestimmt aber die Maßein-
heit, in der die Datenmenge anzugeben 
ist. Bei Zehnerlogarithmen ist es »Anzahl 
der Dezimalziff ern«: Auf einem Spielfeld 
der Breite 1000 und der Höhe 1000 
braucht man log10(1000) = 3 Dezimalzif-
fern, um jede Koordinate darzustellen, 
insgesamt also sechs Ziff ern für die ge-
genwärtige Position des Autos. Um ein 
Spiel mit 100 Zügen vollständig wieder-
zugeben, braucht man insgesamt 600 
Dezimalziff ern.

Computerfachleute rechnen lieber 
mit der Basis 2 statt 10. Die zugehörige 
Maßeinheit für die Datenmenge ist das 
Bit (binary digit oder auch Binärziff er).

Bei dieser Berechnung haben wir 
noch nicht berücksichtigt, dass unser 
Auto so beschleunigungsarm fährt, wie 
es die Spielregeln vorschreiben. Die Da-
tenmenge wäre bei einem kreuz und 
quer über das Feld springenden Auto die 
gleiche. Kann man das Spielprotokoll 
vereinfachen? 

Die Diff erenz zwischen zwei aufeinan-
der folgenden Positionen ist die (als Vek- r
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tor zu verstehende) Geschwindigkeit 
unseres diskretisierten Autos im entspre-
chenden Zeitintervall, und die Diff eren-
zen dieser Diff erenzen (die »Diff erenzen-
folge zweiter Ordnung«) entsprechen den 
Beschleunigungen. Die aber können nach 
der Spielregel in jeder Komponente nur 
–1, 0 oder +1 sein und damit pro Spiel-
zug nur einen von neun verschiedenen 
Werten annehmen. Wir können das ganze 
Spiel also durch den Anfangsort, die An-
fangsgeschwindigkeit und die Beschleuni-
gungsvektoren aller folgenden Züge (diese 
jeweils durch eine von 9 Ziff ern) eindeu-
tig protokollieren, im genannten Zahlen-
beispiel also mit 100 Dezimalziff ern (ei-
gentlich sogar etwas weniger). 

Aus diesem Protokoll kann man den 
ganzen Spielablauf rekonstruieren. Es 
sind also keine Daten verloren gegangen; 
aber die Möglichkeit dieser Datenreduk-
tion funktioniert so wirkungsvoll nur 
wegen der engen Begrenzung der Be-
schleunigung. In der Realität heißt das, 
dass ein Auto in den jeweils nächsten Se-
kunden nur eine begrenzte Auswahl von 
Aufenthaltsorten hat (das ist auch als 
»Trägheitsprinzip« bekannt).

Vom Papier zum Bildschirm: Als ich 
am Karnevalswochenende 1980 meinen 
ersten Bildschirm-Computer (mit 8 Ki-
lobyte Arbeitsspeicher) kaufte, schrieb 
ich wenige Tage später ein Autorenn-
spiel, bei dem die im quadratischen 
Block stehenden neun Ziff erntasten den 
neun Kombinationen aus den diskreten 
Komponenten –1, 0 und +1 zugeordnet 
waren. Es ist eins von den Programmen, 
die auch heute nicht schneller laufen als 
damals. Statt der Tastatur kann man die 
Maus oder einen Joystick als Beschleu-
nigungsgeber nutzen und das Simulati-
onsspiel mit den inzwischen erweiterten 
Rechenmöglichkeiten realistischer gestal-
ten. Dann ist man bald bei den kom-
merziellen Rennspielen, die einem die 
Bahn stets aus der Perspektive des Auto-
fahrers zeigen. 

Aber das ist nicht mehr das Entschei-
dende: Wenn Sie einen Computer haben 

und programmieren können, wie man 
einen Punkt auf eine vorher gewählte 
Stelle des Bildschirms malt, empfehle 
ich, zumindest das Papierspiel damit 
nachzubilden. Die wesentliche Existenz-
berechtigung der Computersimulation 
für den Unterricht besteht nicht in der 
bloßen Nachbildung der Realität (syn-
thetisches Kino), sondern im Aufzeigen 
der Zusammenhänge mit theoretischen 
Aussagen (Formeln, Programmanwei-
sungen) und von unsichtbaren Messgrö-
ßen, etwa durch mitlaufende Vektorpfei-
le oder variable Darstellungen von Ener-
giebilanzen parallel zum sichtbaren 
Ablauf. Die Verwechslung mit der Reali-
tät kann nicht der Sinn didaktischer Si-
mulationen sein.

Noch weniger Freiheit: Nun stellen wir 
uns einen ganz fantasielosen Autofahrer 
vor, der nach dem (fl iegenden) Start nur 
noch mit konstanter Bosheit nach Süden 
beschleunigt. Das Protokoll ist nun noch 
einfacher: Außer den Startwerten enthält 
es nur die einmalige Angabe der konstan-
ten Beschleunigung. Die Kurve ist dann 
eine Parabel mit der Öff nung nach Süden. 
Nennen wir diese Richtung »unten« statt 
»Süden«, so bekommen wir die Wurfpara-
bel im homogenen Schwerefeld mit der 
Diff erenzialgleichung d 2y/dt 2 = – g. 

Wir können auch kompliziertere 
Festlegungen treff en, solange diese wäh-
rend des Ablaufs keiner Willkür mehr 
unterliegen, also vorprogrammierte Bah-
nen beschreiben. So können wir die Be-
schleunigung von einer Ortskoordinate 
oder einem Radiusbetrag abhängig ma-
chen und damit eine schwingende Masse 
an der Schraubenfeder beziehungsweise 
die Bewegung eines Planeten um die 
Sonne modellieren. Oder wir machen 
die Beschleunigung vom Geschwindig-
keitsvektor ab hän gig und beschreiben 
damit Reibungsphänomene. Damit sind 
im Prinzip schon die wichtigsten kine-
matischen Simulationen erfasst.

Zugleich bekommen wir nun einen 
Blick auf das Wesen der Physik: Wären 
die Ereignisse der Natur regellos und al-
lesamt »rein zufällig«, so könnten wir 
zwar für die Nachwelt Protokolle des 
Geschehens anfertigen, wie es auch die 
Historiker tun. Dass gewisse Ereignisse 
sich wiederholen wie die Gezeiten, die 
Jahreszeiten oder die Zyklen der Sonnen- 
und Mondfi nsternisse, erlaubt bereits 
eine gewaltige Reduktion der Daten: 
Alte Kalender lassen sich bezüglich ge-
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 t x vx ax  y vy ay  Taste

0 5 0 0 1 1 1 8
1 5 0 0 2 2 1 8
2 5 0 0 4 3 1 8
3 5 0 0 7 4 1 8
4 5 0 0 11 5 1 8
5 5 0 0 16 6 1 8
6 5 1 1 22 5 –1 3
7 6 1 0 27 4 –1 2
8 7 1 0 31 3 –1 2
9 8 1 0 34 2 –1 2

10 9 1 0 36 1 –1 2
11 10 1 0 37 0 –1 2
12 11 1 0 37 –1 –1 2
13 12 1 0 36 –2 –1 2
14 13 1 0 34 –3 –1 2
15 14 0 –1 31 –4 –1 1
16 14 0 0 27 –5 –1 2
17 14 0 0 22 –6 –1 2
18 14 1 1 16 –5 1 9
19 15 2 1 11 –4 1 9
20 17 3 1 7 –3 1 9
21 20 4 1 4 –2 1 9
22 24 5 1 2 –1 1 9
23 29 5 0 1 0 1 8
24 34 4 –1 1 1 1 7
25 38 3 –1 2 2 1 7
26 41 2 –1 4 3 1 7
27 43 1 –1 7 4 1 7
28 44 1 0 11 5 1 8
29 45 0 –1 16 4 –1 1
30 45 –1 –1 20 3 –1 1
31 44 –2 –1 23 2 –1 1
32 42 –3 –1 25 1 –1 1
33 39 –2 1 26 0 –1 3
34 37 –1 1 26 –1 –1 3
35 36 –1 0 25 –2 –1 2
36 35 –1 0 23 –3 –1 2
37 34 –1 0 20 –2 1 8
38 33 –1 0 18 –1 1 8
39 32 –1 0 17 0 1 8
40 31 –1 0 17 1 1 8
41 30 –1 0 18 2 1 8
42 29 –1 0 20 3 1 8
43 28 –1 0 23 4 1 8
44 27 –1 0 27 5 1 8
45 26 0 1 32 4 –1 3
46 26 1 1 36 3 –1 3
47 27 2 1 39 2 –1 3
48 29 3 1 41 1 –1 3
49 32 4 1 42 0 –1 3
50 36 5 1 42 –1 –1 3
51 41 5 0 41 –1 0 5
52 46 4 –1 40 –2 –1 1
53 50 3 –1 38 –3 –1 1
54 53 2 –1 35 –4 –1 1
55 55 1 –1 31 –5 –1 1
56 56 0 –1 26 –6 –1 1
57 56 0 0 20 –7 –1 2
58 56 0 0 13
59 56 5 –8 –1 2
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Vier Formen des Protokolls: die 
Spielzüge aus dem vorigen Bild als 

Orte (x,y) des Autos zur jeweiligen Zeit t, 
als Geschwindigkeiten (vx,vy), als Be-
schleunigungen (ax,ay) oder deren Dar-
stellung durch Zifferntasten von 1 bis 9.

r



SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT Q MAI  2005 109

A
U

T
O

R
 U

N
D

 L
IT

E
R

A
T

U
R

H
IN

W
E

IS
E

wisser Merkmale weiterverwenden, und 
die Protokolle erlauben Vorhersagen, 
auch weit ab von irgendeinem kausalen 
Verständnis. Gezeiten-Rechenmaschinen 
mit Zahnrädern extrapolieren nur vor-
handene Messungen und rechnen nicht 
die komplizierte Hydromechanik der 
Küstenprofi le, und ähnlich mögen die 
Steine in Stonehenge für die Vorhersage 
von Finsternissen genutzt worden sein.

Datenreduktion: Findet man darüber 
hinaus Regeln – die in der Physik meis-
tens als Diff erenzialgleichungen formu-
liert sind –, so ersetzen diese zusammen 
mit den Daten für die Anfangswerte lan-
ge Tabellen mit erfassten Daten.

Das hat große Ähnlichkeit mit der 
Kompression von Bilddateien. Wenn das 
Bild aus einem feinkörnigen Zufallsmus-
ter besteht, muss es bitweise gespeichert 
werden. Wiederholungen oder stückwei-
se gleiche Farben erlauben bereits beacht-
liche Reduk tionen ohne Datenverlust. 
Wenn das Bild aber die japanische Flagge 
darstellt, so genügt die Angabe des Kreis-
durchmessers und der beiden verwende-

ten Farben: Das »Malprogramm« für den 
Kreis ist wesentlich kürzer als das Proto-
koll der Millionen Pixel. Ein solches ein-
faches Malprogramm entspricht hinsicht-
lich der Datenreduktion einem Naturge-
setz in der Physik. Es gehört zu den groß-
artigsten Eigenschaften unseres Gehirns, 
dass es in gewaltigem Ausmaß Daten im 
visuellen Bereich und bei der natürlichen 
(nicht formalisierten) Sprache reduziert.

Die Bezeichnung »Naturgesetz« ist 
eine Metapher, die auf gesetzestreue Bür-
ger zurückgreift, denn die Natur kann ja 
nicht gegen ihre Gesetze verstoßen. Al-
lenfalls können wir bei ihrem Auffi  nden 
Fehler oder Unvollständigkeiten bege-
hen. Der Vergleich mit den Regeln des 
Spiels auf dem karierten Papier passt ei-
gentlich besser: Die Natur verhält sich in 
gewissem Umfang »regelmäßig«, und wir 
versuchen diese Regeln zu ergründen, 
wie ein Alien die Regeln eines Fußball-
spiels (oder ein Europäer die des Base-
balls) durch bloßes Zuschauen zu er-
gründen suchen könnte.

Dass es Physik überhaupt gibt, hat 
zwei Voraussetzungen: dass die Natur 

sich zumindest teilweise regeltreu ver-
hält, und dass unser Gehirn die Fähig-
keit hat, zumindest einige solcher Regeln 
zu erkennen und damit die einlaufenden 
Daten zu bündeln (reduzieren) und für 
Vorhersagen zu nutzen. l

Norbert Treitz ist apl. Professor 
für Didaktik der Physik an der 
Universität Duisburg-Essen. Sei-
ne Vorliebe für erstaunliche und 
möglichst freihändige Versuche 
und Basteleien sowie anschau-
liche Erklärungen dazu nutzt er 

nicht nur für die Ausbildung von Physiklehrern, 
sondern auch zur Förderung hoch begabter Ju-
gendlicher. 
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1978 ist die einzige Zahl, welche die Bedin-
gung erfüllt.

Eckart Lassnig aus Wien bezeichnete die 
vierstellige Zahl mit abcd, wobei a die Tau-
senderstelle ist. Die Angaben aus dem Text 
setzte er in folgende drei Gleichungen um:
(1)   b = a + d
(2)   c²= b+5d

(3)   d = a+c
Addiert man (1) und (3), so ergibt sich
(4)   b = 2a+c
Setzt man die Gleichungen (4) und (3) in Glei-
chung (2) ein, so folgt
  c² = 2a+c+5(a+c)
oder zusammengefasst
  c(c –6) = 7a .

Lösung zu »Zahlen gesucht!« (März 2005) Nun probiert man für c alle ganzen Zahlen 
von 0 bis 9 durch und erhält a = 0 für c = 0 
und c = 6 sowie a = 1 für c = 7. Alle anderen 
Lösungen sind keine ganzen Zahlen. Damit 
bleibt nur a = 1 und c = 7 für eine wirklich 
vierstellige Zahl ohne Null am Anfang. Ein-
setzen ergibt die noch fehlenden Ziffern. 
Der Gewinner des Experimentierkastens »Ka-
chelmann Wetterstation« ist Hans J. Muschik, 
Germering.

Alternatives Wohnen
Von Roland Mildner


