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Rubik-Spiele

mit einfachen

Gruppen

Drei neue Puzzles nach Art des Rubikwiirfels bieten
die Gelegenheit, sich in die Hohen der abstrakten
Algebra aufzuschwingen und mit einigen ihrer
vertracktesten Objekte vertraut zu machen: den

so genannten sporadischen einfachen Gruppen.
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Von Igor Kriz und Paul W. Siegel

nfang der 1980er Jahre hat der
Rubikwiirfel Millionen von Men-
schen weltweit fasziniert — und zur
Verzweiflung gebracht. Falls Sie
dieses Puzzle — oder die 1980er Jahre — ver-
passt haben: Es handelt sich um ein Objeke,
das aus 3 x 3 x3 =27 Teilwiirfeln, von Kennern
Kubies genannt, zusammengesetzt scheint, es
aber nicht wirklich ist. Jede der sechs quadra-
tischen Seitenflichen hat eine andere, promi-
nente Farbe, tiblicherweise Rot, Blau, Griin,
Orange, Gelb und Weiff. Ein raffinierter Me-
chanismus, den 1974 ein ungarischer Lehrer

namens Erné Rubik erfand (und zwei Jahre
spiter unabhingig von ihm der japanische In-
genieur Terutoshi Ishige), ermogliche es, die
sechs Seiten einzeln um ihre jeweilige Mittel-
achse zu drehen. Wenn Sie das ein paar Mal
wahllos machen, sind die Kubies so durch-
einandergemischt, dass nur Eingeweihte den
Ausgangszustand wiederherstellen kénnen.
Genau darin besteht die Knobelaufgabe: aus
einem willkiirlich verdrehten Wiirfel einen zu
machen, bei dem jede Seite wieder ihre ur-
spriingliche, einheitliche Farbe hat.

Rubik’s Cube und analoge Polyeder, die
in seinem Kielwasser segelten, sind allesamt
Puzzles auf der Basis von Operationen, welche
die Komponenten — beim Wiirfel also die Ku-
bies — umordnen oder, wie Mathematiker sa-
gen, permutieren. Stets geht es darum, eine
zufillige Anordnung in eine vorgegebene
Konfiguration, meist den Ausgangszustand,
zu iiberfiihren. Dabei bildet die Menge aller
Abfolgen von erlaubten Einzeloperationen
eine so genannte Permutationsgruppe.

Eine Gruppe lisst sich mathematisch als
Verallgemeinerung der gewdhnlichen Arith-
metik auffassen. Paradebeispiel ist die Menge
der ganzen Zahlen mit der Addition als Ver-
kniipfung. Gruppen kénnen aber auch aus
vielen anderen Dingen bestehen — so den
Drehungen und Spiegelungen von Gegen-
stinden, den méoglichen Vertauschungen einer
Menge von Buchstaben oder sonstigen Ob-
jekten, den Anordnungen von Zahlen in qua-
dratischen Matrizen und so weiter. Dabei
muss eine Operation existieren, die jedes Ele-
ment der Gruppe in eines iiberfithre, das
ebenfalls zur Gruppe gehort. (AufSerdem muss
das Assoziativgesetz gelten, zu jedem Element
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ein inverses existieren und ein neutrales Ele-

ment vorhanden sein.)

Die Gruppentheorie ist nicht nur fiir Ma-
thematiker von Interesse, sondern hat auch
bedeutende Anwendungen auf anderen Ge-
bieten wie der Kristallografie, der Teilchen-
physik und der Kosmologie. Selbst in der
Telekommunikation spielt sie eine wichtige
Rolle. Deshalb kann es sich fiir Studenten wie
auch gestandene Wissenschaftler lohnen, sich
spielerisch mit ihr vertraut zu machen. Die
spielerische Beschiftigung mit dem Rubik-
wiirfel hat sich zum Beispiel als fantastische
Maglichkeit erwiesen, ein Gefiihl dafiir zu be-
kommen, was bei der Kombination von Ele-
menten bestimmter Arten von Permutations-
gruppen passiert.

Herausforderung fiir Knobelfans
Wer eine Losungsstrategie fiir den Rubikwiirfel
gefunden hat, kann sie allerdings leicht auch
auf alle Ableger dieses Puzzles iibertragen. Die
verlieren dadurch ihren Reiz. Zumindest ha-
ben wir selbst das so empfunden. Zugleich er-
kannten wir den mathematischen Grund fiir
unsere Enttiuschung: Die Puzzles vom Rubik-
typ sind alle nach demselben Schema zu kna-
cken, weil dhnliche Gruppen dahinterstecken.
Diese bilden jedoch nur einen kleinen Aus-
schnitt aus der Fiille mathematischer Kon-
strukte, die das Gruppenkonzept erméglicht.
Als Knobelfans war uns einerseits an Puz-
zles gelegen, deren Losungsstrategien sich we-
sentlich von derjenigen fiir den Rubikwiirfel
unterscheiden. Andererseits wollten wir inte-
ressierten Laien einen intuitiven Zugang zu
vollig anderen Gruppen erdffnen. Es lag also
nahe, beide Ziele zusammenzufiihren. Tat-
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sichlich konnten wir drei neue Puzzles kreie-
ren, die auf so genannten sporadischen ein-
fachen Gruppen beruhen — Konstrukten mit
bemerkenswerten Eigenschaften, die nur Spe-
zialisten bekannt sind.

Zu unserer Freude ergaben Versuche mit
Kollegen, dass jeder, der eine Losung fiir den
Rubikwiirfel austiifteln kann, auch fihig ist,
durch Beschiftigung mit unseren Puzzles ein
dhnlich tiefes Verstindnis der zugehérigen
sporadischen einfachen Gruppen zu erlangen.
AufSerdem stellen diese Knobelaufgaben eine
wirklich neuartige Herausforderung dar, weil
die Methoden zum Knacken des Rubikwiir-
fels hier versagen. Zugleich bieten sie, wie wir
meinen, eine Menge Spafl. Wer sofort losle-
gen will, findet die Spiele unter folgendem
Link: www.spektrum.de/gruppen.

Beim Losen der neuen Puzzles helfen
Kenntnisse dariiber, was die zu Grunde liegen-
den einfachen sporadischen Gruppen sind und
wie sie sich von derjenigen unterscheiden, die
hinter dem Rubikwiirfel steckt. Gruppen kén-
nen sowohl endlich als auch unendlich sein.
Die erwihnte additive Gruppe der ganzen
Zahlen hat aus offensichtlichen Griinden un-
endlich viele Mitglieder. Die Rubikwiirfelgrup-
pe enthilt dagegen nur eine begrenzte Zahl
von Elementen, auch wenn die Menge der zu-
lassigen Zugfolgen unbegrenzt ist. Das liegt da-
ran, dass all die verschiedenen Kombinationen
von Ziigen, die dasselbe bewirken, indem sie
vom gleichen Ausgangs- zum identischen Ziel-
zustand fithren — und das sind beliebig viele —,
als dquivalent gelten. Die Zahl unterschied-
licher Konfigurationen von Kubies ist astrono-
misch, nimlich 43252 003 274 489 856 000
oder rund 4x10". Entsprechend gibt es zwar

MATT COLLINS

Animierte Zahlen vollfiihren
einen imagindren Tanz, indem
sie gemdB dem Zug »merge«
(»mische«) in dem neuen Puzzle
M,, ihre Plétze tauschen.

In Kiirze

¢ » Zum Losen der Rubikwiir-
: fels muss man kurze Zugfol-

: gen fir einfache Teilschritte
entdecken.

: > Die Nachfolger dieses

* Puzzles boten keine prinzipi-
. ell neue Herausforderung,

¢ weil sie mit sehr ahnlichen
Zugfolgen zu knacken sind.

» Die Autoren des Artikels

: machten sich deshalb auf die
¢ Suche nach Knobelspielen,

: die genauso anspruchsvoll
sind, aber andere Losungs-

: strategien erfordern.

» Auf der Basis der Gruppen-
¢ theorie, die schon beim :
Rubikwiirfel gute Dienste

: leistete, entwarfen sie drei

: neue Puzzles, die mit der

. Komplexitat »sporadischer
einfacher Gruppenc« fir

¢ Knobelvergniigen sorgen.
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(Mitte). Der Buchstabe allein bedeutet dabei eine Drehung um 90 Grad im Uhr-
zeigersinn, wenn man von vorn auf die entsprechende Seite blickt. Eine Hoch-
zahl bezeichnet andere Drehwinkel. B? beschreibt so zum Beispiel eine Drehung
der blauen Seite um 180 Grad und G eine Drehung der griinen Seite um 90
Grad gegen den Uhrzeigersinn. Die Orientierung des Wiirfels ldsst sich spezi-
fizieren, indem man die Farben der drei sichtbaren Seiten, beginnend mit der
oberen, im Uhrzeigersinn aneinanderreiht; auf allen Zeichnungen in diesem
Kasten ist die Orientierung also RZB. Man beachte, dass die Auswirkung der Dre-
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Kombinationen.

z

EINE NOTATION FiiR DEN RUBIKWURFEL

Beim Losen der von den Autoren vorgestellten drei neuen Puzzles helfen Me-
thoden aus der Gruppentheorie. Dazu gehort das Aufstellen eines einfachen,
eindeutigen Systems zur Bezeichnung der Elemente einer Gruppe und ihrer

Die Elemente der Rubikwirfelgruppe sind Drehungen
der Seiten. Die Verknlpfung kdnnte man »und dann«
nennen: »Drehe die rote Seite und dann die griine.« Der
Einblick in die innere Mechanik des Rubikwiirfels (rechts)
macht deutlich, dass die Wiirfelchen (Kubies) in den Sei-
tenmitten immer an ihrem Platz bleiben, wie sehr man die
anderen auch durcheinanderbringt. Deshalb kann man jeden
Zug eindeutig beschreiben, indem man die Farbe des zentralen
Wiirfelchens - Blau, Griin, Orange, Rot, Zitronengelb oder Weil’ - in
Form ihres Anfangsbuchstabens sowie den Drehwinkel angibt

hungen von ihrer Reihen-
folge abhangt. So ergeben
ZB und BZ, angewandt auf
die Ausgangskonfiguration,
unterschiedliche  Muster
(unten).

DREI PUZZLES,
SO VIELE Z{IGE!

Beim M,,-Puzzle, das auf
der Mathieu-Gruppe M,,
beruht, existieren

95 040 Permutationen.

E Beim M,,-Puzzle, hinter '
¢ dem die Mathieu-Gruppe !
M,, steckt, gibt es |
! 244823040 verschie- !
i dene Permutationen.
Bei Dotto, das die
Conway-Gruppe Co,
1 reprdsentiert, existieren |
! 8315553613086720000 !
Permutationen.

Unmengen elementarer Zugfolgen, die sie in-
einander umwandeln, aber es sind eben nicht
unendlich viele.

Trotz der ungeheuren Zahl von Zugkom-
binationen ist es nicht allzu schwer, eine Lo-
sungsstrategie fiir den Rubikwiirfel zu entwi-
ckeln. Ein paar kleine Tipps diirften geniigen.
Sie brauchen Papier und Bleistift sowie natiir-
lich einen Wihirfel — moglichst im unverdrehten
Ausgangszustand. Zunichst sollten Sie sich
eine einfache Notation fiir Thre Ziige iiberlegen
(sieche Kasten oben). Dann suchen Sie nach
kurzen Zugfolgen fiir bestimmte Aufgaben wie
den Austausch zweier Eck- oder Kantenkubies
und schreiben sie auf. Durch systematisches
Kombinieren dieser Zugfolgen sollte es Thnen
schliefilich gelingen, den Wiirfel zu losen.

Ausgehend vom einfachen Probieren gelan-
gen Sie mit dieser Vorgehensweise, wie sich
zeigt, fast zwangslidufig zum Ziel. Das hat einen

einfachen Grund. Grob gesprochen, handelt es
sich bei den elementaren algebraischen Kom-
ponenten der Rubik-Gruppe um die so genann-
ten symmetrischen Gruppen, die alle denk-
baren Permutationen einer bestimmten Zahl
von Objekten enthalten, sowie um die eng da-
mit verwandten alternierenden Gruppen, die
jeweils genau halb so viele Mitglieder wie die
zugehdrige symmetrische Gruppe haben. Zum
Beispiel enthilt die symmetrische Gruppe S3
alle 3!=1x2x3=6 moglichen Anordnungen
von drei Objekten. Die entsprechende alternie-
rende Gruppe A3 hat dagegen nur 3 Elemente.
Zu den symmetrischen Gruppen, die mit der
Rubik-Gruppe verwandt sind, gehéren Sg und
S12. Sie beschreiben die 8!=40320 méglichen
Anordnungen der acht Eck- beziehungsweise
die 12!=479 001 600 denkbaren Konfiguratio-
nen der zwolf Kantenkubies.

Auch unsere Puzzles drehen sich um Per-
mutationen, beruhen aber jeweils auf einer so
genannten sporadischen einfachen Gruppe.
Um zu erkliren, was das ist, miissen wir zu-
nichst das Konzept der Untergruppe einfiih-
ren. Stellen Sie sich vor, Sie diirfen beim Ru-
bikwiirfel nur die blaue und die gelbe Seite
verdrehen. Dann werden Sie nie das Kanten-
kubie mit den Farben Griin und Weifd bewe-
gen konnen. Dadurch ist die Anzahl der er-
laubten grundlegenden Zugfolgen geringer als
in der vollstindigen Rubik-Gruppe.

Sofern simtliche Kombinationen einer Teil-
menge der Elemente einer Gruppe auch zu
dieser Teilmenge gehoren, spricht man von ei-
ner Untergruppe. Eine einfache Gruppe zeich-
net sich dadurch aus, dass sie keine »echten,
normalen« Untergruppen enthilt; was das ge-
nau bedeutet, konnen Sie im Kasten auf S. 68
nachlesen.

Das Attribut »einfach«, bezogen auf Grup-
pen, ist wohl eine der krassesten Fehlbezeich-
nungen in der Geschichte der Mathematik.
Wie sich herausstellte, gehdren manche ein-
fachen Gruppen zu den komplexesten Gebil-
den, die man kennt. Dennoch sind sie »ein-
fach« in dem Sinn, dass sie die Bausteine oder
»Atome« der Gruppentheorie bilden. In ge-
wisser Weise dhneln sie auch den Primzahlen
(die nur durch 1 oder sich selbst teilbar sind).
Jede endliche Gruppe lisst sich genauso ein-
deutig in einfache Gruppen zerlegen wie jede
ganze Zahl in ein Produkt von Primzahlen.

Mittlerweile sind alle einfachen Gruppen
gefunden und Klassifiziert (Spektrum der Wis-
senschaft 2/1986, S. 98). Entdeckt wurden sie
zwischen 1860 und 1980. Thre Klassifikation
fiel in den Zeitraum zwischen Ende der
1940er und Anfang der 1980er Jahre (mit ein
paar Korrekturen in jiingerer Zeit). Hunderte
von Mathematikern waren an dieser Mammut-
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aufgabe beteiligt. Die Berichte iiber die Ent-
deckung einfacher Gruppen und der Beweis,
dass die endgiiltige Liste vollstindig ist, fiillen
mehr als 10000 Seiten, verteilt auf rund 500
Artikel, in mathematischen Fachzeitschriften.

Unentwegte arbeiten bis heute an einer
einfacheren Version des Vollstindigkeitsbe-
weises und hoffen, dadurch ein noch tieferes
Verstindnis der einfachen Gruppen zu erlan-
gen. Dessen ungeachtet steht jetzt schon fest,
dass sie aus 18 Familien, jede davon eine un-
endliche Sammlung einer speziellen Sorte von
Gruppen, und 26 »sporadischen« Vertretern
bestehen — Exzentrikern, die einmalig sind
und keine Verwandten haben.

Hinter unseren Puzzles stecken drei spora-
dische einfache Gruppen namens M;,, My,
und Co;. Auch sie beinhalten Permutationen.
Diese sind jedoch sehr viel stirker einge-
schrianke als bei den symmetrischen Rubik-
Gruppen. Dadurch lassen sich in unseren
Puzzles zahlreiche Zahlenkombinationen auch
mit beliebig vielen Ziigen nicht erreichen.
Das ist im Ubrigen der Grund, warum hier
nicht dieselben Methoden wie beim Rubik-
wiirfel zum Erfolg fithren. Es gibt jedoch an-
dere Lésungsstrategien, die sich aus wenigen
Informationen iiber die Eigenschaften der
Gruppen ableiten lassen.

Los geht’s!

Das leichteste unserer drei Puzzles ist M,. Es
beruht auf der gleichnamigen Mathieu-Grup-
pe, einer der fiinf am lingsten bekannten spo-
radischen Gruppen. Sie sind nach dem fran-
zosischen Mathematiker Emile Mathieu be-
nannt, der sie in den 1860er Jahren entdeckte.
Bei dem Puzzle M;, muss man eine neben-
einander aufgereihte, auf besondere Weise
durcheinandergewiirfelte Folge der Zahlen 1
bis 12 wieder in die richtige Reihenfolge brin-
gen (1, 2, 3, ..., 12). Dazu stehen nur zwei
Operationen oder Zugarten zur Verfiigung,
die man beliebig oft hintereinander ausfiih-
ren darf.

Wir geben Lesern, die sich an der Aufgabe
versuchen wollen, nur einen kleinen Hinwetis.
In dem Puzzle kann man ebenso wie in der
zugehorigen Gruppe jede Kombination von
fiinf Zahlen an jede der zwdlf Positionen in-
nerhalb der Reihe bringen. Wurden auf diese
Weise zum Beispiel die Zahlen 1 bis 5 auf die
richtigen Plitze mandgvriert, ist das Puzzle ge-
16st. Das liegt daran, dass die Gruppe M,
insgesamt 12x11x10x9x8=95040 Permu-
tationen enthilt. Zufillig entspricht das genau
der Anzahl der Moglichkeiten, fiinf Ziffern
auf zwolf Plitze zu verteilen: Die erste Ziffer
kann jeden der zwolf Plitze einnehmen, die
zweite jeden der elf verbliebenen und so wei-
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ter. Weil die gesamte Permutation durch die
Position von fiinf Zahlen festgelegt ist, hat es
also keinen Zweck, nach einer Zugfolge zu su-
chen, die nur wenige Zahlen bewegt. AuSer
dem Null-Zug, der nichts verindert, ldsst je-
der andere Zug weniger als fiinf Ziffern an ih-
rem Platz. Andersherum gesagt, werden stets
mindestens acht Ziffern verschoben.

Beim zweiten Puzzle, My, sind 23 Zahlen
wie auf einem Zifferblatt im Kreis angeord-
net. Die 24. Zahl steht auflerhalb des Kreises
tiber der 12-Uhr-Position. Analog zu Mj;
gibt es nur zwei elementare Ziige (siche Kas-
ten auf S. 69). Im Prinzip wire es moglich,
dieses Puzzle auch als mechanische Konstruk-
tion zu realisieren: Der Kreis aus 23 Zahlen

LOSUNGSSTRATEGIE FUIR DEN RUBIKW{IRFEL

Klassische Permutationspuzzles wie der Rubikwiirfel, bei dem die Teile in
eine bestimmte Anordnung gebracht werden miissen, lassen sich gewéhnlich
mit einer Zweischritt-Methode l&sen.

SCHRITT 1
Probieren Sie kurze Kombinationen aus zwei Ziigen, gefolgt von ihrer Um-
kehrung - also beim Rubikwiirfel etwa ZBZ'B* - und wiederholen Sie diese
mehrmals. Oft gelangen Sie dabei zu einer Anordnung, in der sich nur wenige
Teile bewegt haben. Damit verfiigen Sie tiber ein wertvolles Hilfsmittel, um be-
grenzte Ziele zu erreichen. Beim Rubikwiirfel
vertauscht ZBZ'B™!, dreimal hintereinander
ausgefiihrt, zwei Paare von Kantenkubies. Eines
davon, das an die blaue und orangefarbene Sei-
te grenzt, wurde in der Illustration rechts will-
kiirlich mit P und Q bezeichnet.

(zBZ-B)?
—

unberiihrter Wiirfel
(0ZB-Orientierung)

SCHRITT 2

Modifizieren und erweitern Sie die gefundene nitzliche Zugfolge. Wollen Sie
zum Beispiel das Paar von Eckkubies vertauschen, das an die rote und weiBe
Seite grenzt, miissen Sie nach einer vorbereitenden Sequenz suchen, welche
dieses Paar in die passende Ausgangskonfiguration bringt. In der Illustration
unten sind die betreffenden Kubies mit E und F bezeichnet, und der Wiirfel hat

\I
(ZBZ'B™)?

w20-! ow-?
—_ s
Umorientie- Umorientieren
ren nach 0ZB nach GWR

der Klarheit halber zunachst die Orientierung GWR. Mit der kurzen Sequenz
W20 kénnen Sie E und F in die Positionen P und Q beférdern. Damit das bes-
ser zu erkennen ist, wurde in der Illustration die Orientierung des Wiirfels von
GWR nach 0ZB geandert. Dann fiihren Sie IThre niitzliche Zugfolge aus und ma-
chen die vorbereitende Sequenz mit OW=2 riickgéngig. Im Endeffekt haben Sie
damit die Kubies E und F vertauscht.

Mit analogen vorbereitenden Sequenzen ldsst sich jedes Paar von Eckkubies
so orientieren, dass es durch die niitzliche Zugfolge vertauscht wird. Indem Sie
auf dieselbe Art mit anderen einfachen Zugkombinationen verfahren, gelangen
Sie zu einem Satz von Hilfsmitteln, mit dem Sie den Rubikwiirfel und andere
klassische Permutationspuzzles [6sen konnen.
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SYMMETRISCHE GRUPPEN

Die symmetrische Gruppe S, enthalt alle denkbaren Permuta-
tionen, also Positionsanderungen, von n in einer Reihe angeord-
neten Objekten. So umfasst S; die sechs unterschiedlichen Per-
mutationen, welche die sechs méglichen Anordnungen von drei
verschiedenen Objekten erzeugen. Zu jeder Permutationsgrup-
pe gehort auch eine Null-Operation, neutrales Element genannt,

die nichts tut.
® @ 3

Die Permutation (1,2) ver- '—‘Qﬁ ’: 3 ,_£_

tauscht die Objekte in Posi- || W@ || ||~/ || || @9 |

tion 1 und 2 (rechts). Die Per-  |(1,2)

mutation (1,3) vertauscht > Y

entsprechend die Objekte in - o £

Position 1 und 3. L~ _‘_, B_adld
(1,3)

Die Anwendung von (1,3) auf =t —t—1—=—

das Ergebnis von (1,2), ge- £ -

schrieben (1,2) 0 (1,3), ergibt | LY~ _‘_4 j/_4

dieselbe Anordnung wie die
Permutation (1,2,3). Dabei
handelt es sich um eine zy-
klische Vertauschung, bei der
jedes Objekt auf die nachste
und das letzte auf die erste
Position riickt.

o]
o][=)

&)

MULTIPLIKATIONS-

TABELLEN

Die Multiplikationstabelle fiir die sechs Permutationen von drei
Objekten zeigt die Ergebnisse aller 36 Kombinationen von zwei
Elementen aus der Gruppe Ss. Das neutrale Element (1) wirkt
wie die 1 bei der gewohnlichen Multiplikation. Beachten Sie,
dass jedes »Produkt« zweier Permutationen wieder eine Permu-

WAS IST EINE SPORADISCHE EINFACHE GRUPPE?

Die drei neuen Puzzles représentieren allesamt sporadische einfache Gruppen.
Etwas Grundwissen tiber diese Objekte kann deshalb nicht schaden.

Fiihre als Zweites diese Permutation aus

° (»und«) (1) (1,23) | (13,2 ((1,2) |(L3) |(23)
AN @) (1,2,3) | (13,2 [1,2) |(@3) | (23)
':2 (1,23) [@,23) @32 | @ (23) [(12) [(@w3)
g (132) |(132) () (1,23) |13) [(23) |(@12)
é (1,2) (12) |(L3) [(23) | (1,2,3) | (1.3,2)
§ (1,3) (L3 [23) [(@L2) |32 |© (1,2,3)
f: (2,3) 23 |12 |@3) [(1,23)](03,2) [(1)

tation ist, die auch als »Faktor« vorkommt. Diese Eigenschaft,
die alle Gruppen haben, heillt Abgeschlossenheit.

Mitglieder einer Untergruppe bleiben unter sich

Jedes Produkt aus den drei Permutationen in der orangefarbe-
nen Region der Multiplikationstabelle ist gleich einer dieser drei
Permutationen. Derart abgeschlossen, bilden die drei Permuta-
tionen ebenfalls eine Gruppe, die als Untergruppe von S3 be-
zeichnet wird.

Es gibt immer ein Zuriick

Fiir jede Permutation in der linken Spalte der Multiplikations-
tabelle existiert ein Produkt, das gleich (1) ist. Der zugehérige
Faktor in der obersten Reihe heift inverses Element dieser Per-
mutation. Zu jeder Permutation g gibt es also ein inverses Ele-
ment g7, das sie riickgangig macht. So ist das inverse Ele-
ment von (1,2,3), geschrieben (1,2,3), gleich (1,3,2), weil
(1,2,3) 2 (1,3,2) gleich (1) ist. (1,2) ist zu sich selbst invers; denn
(1,2) 0 (1,2) ergibt laut Tabelle (1).

AUSWEIS DER ECHTHEIT

Eine einfache Gruppe ist eine Gruppe ohne »echte, normale«
Untergruppe. Jede Gruppe hat mindestens zwei Untergruppen:
sich selbst und die leere Gruppe, die nur aus der Null-Operation
(1) besteht. Jede weitere Untergruppe heiBt »echtx.

Was ist normal?

Nehmen Sie eine beliebige Permutation aus der Multiplikations-
tabelle, beispielsweise (1,2), und bilden Sie das Produkt mit ir-
gendeiner Permutation aus der orangefarbenen Untergruppe,

etwa (1,2,3).
(2] [@23) =@y

Multiplizieren Sie das Ergebnis mit dem Inversen der ersten Per-
mutation, in diesem Fall (1,2):

(a3 ] e (027 = @3.2)
Kurz: [(1,2)] o [1,2,_‘3 o [(1,2)‘ﬂ = [1,3,2]

Wenn das Ergebnis jedes derartigen Dreierprodukts innerhalb
der Unterguppe liegt, heit diese »normal«. Das trifft hier zu.

Gut, das ist einfach. Aber was ist sporadisch?

Die meisten einfachen Gruppen gehdren zu Familien mit einer
unendlichen Zahl von Mitgliedern. Aber 26 von ihnen sind Au-
Renseiter, die sich keiner Familie zuordnen lassen und auch un-
tereinander wenig gemeisam haben. Um den Ausdruck »sons-
tige« zu vermeiden, nennen die Mathematiker sie sporadisch.
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HHHOBE A NEEDDE

i —
I g |
Das Puzzle M, beginnt mit einer durcheinan-
dergewdrfelten Anordnung der Zahlen 1 bis
12. Die Aufgabe besteht darin, mit Kombina-
tionen von nur zwei Ziigen, die sich auf Knopf-
druck ausfiihren lassen, die Zahlen in die rich-
tige Reihenfolge zu bringen. Ganz oben ist
gezeigt, wie das Puzzle nach dem Aufruf am
Bildschirm erscheint. Das Diagramm rechts
veranschaulicht die Wirkung der
beiden Ziige.

invert lzumﬁﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂu

geordnete
Folge

1/2/3/4/5/6/7 8/ 9/101112

merge

¥

Beim Puzzle My, sind im geordneten Zustand die Zahlen 1 bis 23 im Uhrzeigersinn auf einem Kreis
aneinandergereiht; die O steht auRerhalb des Kreises tiber der 12-Uhr-Position. Ziel ist wie bei My, @ 0@

aus einer durcheinandergewirfelten Konfiguration den geordneten Zustand wiederherzustellen. 0
Dazu gibt es gleichfalls nur zwei Ziige. Der eine ldsst alle Zahlen im Kreis um einen Platz weiter-
riicken, der andere vertauscht die Zahlen in gleichfarbigen Kreisfeldern.

RYAN REID

liefe sich drehbar anbringen, und ein System
von Zahnridern konnte die den Ziigen ent-
sprechenden Vertauschungen von Zahlen be-
wirken.

Dieses Puzzle, hinter dem die Mathieu-
Gruppe M,y stecke, ist wie My, »fiinf-transi-
tive: Mit irgendeiner Kombination der beiden
elementaren Ziige lassen sich beliebige fiinf der
24 Zahlen auf beliebige fiinf der 24 Plitze ma-
névieren. Damit gilt auch der gleiche Tipp wie
bei Mjy: Suchen Sie nach Ziigen, welche die
Zahlen 1 bis 5 an ihre richtigen Positionen
bringen, ohne die bereits korrekt angeordneten
Zahlen wieder zu verschieben. Aber in diesem
Fall sind Sie damit noch nicht am Ende. Die
Gruppe My enthilt 24x23x22x21x10x48 =
244 823 040 Elemente. Selbst wenn die Ziffern
1 bis 5 die richtigen Plitze einnechmen, kénnen
die anderen 19 Zahlen noch auf 48 verschie-
dene Arten iiber den Kreis verteilt sein.

Dotto, unser drittes Puzzle, beruht auf der
Conway-Gruppe Coy, die der Mathematiker
John H. Conway von der Princeton University
(New Jersey) 1968 publiziert hat. Sie enthilt
die sporadische einfache Gruppe Co; und hat
genau doppelt so viele Elemente. Conway war
zu bescheiden, die Gruppe nach sich zu be-
nennen, und gab ihr deshalb die verstiimmelte
Bezeichnung ».0«, was sich auf Englisch »dot-
to« spricht (daher der Name des Puzzles).

Zu Details von Dotto miissen wir aus Platz-
griinden auf unsere Online-Seite verweisen
(www.spektrum.de/gruppen). Wir konnen hier
nur versichern, dass das Puzzle und die zu
Grunde liegende Gruppe faszinierende mathe-
matische Eigenschaften haben. Zum Beispiel
ist Dotto eng mit dem Leech-Gitter verwandst,
einer Menge von »Punkten« in einem 24-di-
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mensionalen Raum, die aus geordneten Zah-
lenlisten bestehen. Dieses Gitter ist berithmt
daftir, dass es die dichteste Kugelpackung in
einem solchen Hyperraum liefert.

Nur vier sporadische einfache Gruppen
sind noch gréfler als Coy: die Janko-Gruppe
J4 die Fischer-Gruppe Fi,4', das Babymonster
B und das Monster M. Getreu seinem Namen
schiet das Monster mit rund 8x10°® Ele-
menten den Vogel ab. Konstruiert hat es im
Jahr 1980 Robert L. Griess jr. von der Univer-
sity of Michigan in Ann Arbor als Gruppe der
Transformationen einer gewissen, komplizier-
ten mathematischen Struktur im 196 884-
dimensionalen Raum.

Wir haben nicht versucht, Puzzles auf der
Basis anderer sporadischer einfacher Gruppen
zu entwerfen, obwohl das in einigen Fillen si-
cher méglich wire. Das Monster in eine Kno-
belei umzusetzen, wire nicht nur eine enorme
Herausforderung, sondern kime auch der Ma-
thematik zugute. Bisher ist nimlich nicht be-
kannt, ob diese Gruppe die Permutationen
eines Objekts beschreibt, das klein genug ist,
um sich anschaulich darstellen zu lassen. Bis-
her wird nur vermutet, dass das Monster die
Permutationsgruppe eines gewissen 24-dimen-
sionalen, gebogenen Raums darstellt. Das Aus-
tiifteln eines zugehorigen Puzzles kinnte die
Mathematiker also einem Beweis dieser span-
nenden Hypothese niher bringen. <

IM INTERNET

Alle drei Spiele, M35, My, und Dotto, finden Sie im
Internet unter www.spektrum.de/gruppen. Die
ersten beiden konnen Sie direkt online spielen.
Dotto missen Sie herunterladen und entpacken.
Es funktioniert nur auf Windows-Rechnern.
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