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Elementare Grundlagen fur Hohmann-Transferbahnen
Theoretische Erganzungen zum SuW-Beitrag von Donald Wiss

Schwerebeschleunigung

Das Newtonsche Gravitationsgesetz ergibt fir den Absolutwert der

Gravitationsbeschleunigung g im Abstand x von einem Zentralkérper:

_G(M+m) u GM

o km?® )
kg - s

M = Masse des Zentralkdrpers >> m (Masse des umlaufenden Korpers)

G = Gravitationskonstante (6,672-10°

Energiebilanz

Der Energieerhaltungssatz fir einen sich im Gravitationsfeld einer Zentralmasse
bewegenden Korpers sagt aus, dass die Summe aus potentieller und kinetischer
Energie entlang der Flugbahn konstant bleibt.

Betrachtet man einen Korper mit der Einheitsmasse m=1<<M , so stellt seine
potentielle Energie E oot diejenige Arbeit dar, welche gegen die
Gravitationsbeschleunigung g geleistet wird, wenn dieser Kérper von einem Punkt
im Abstand r vom Zentralkérper bis ins Unendliche verschoben wird.

Epot Z_]ggdxz_/u]g% _ﬁ 2

X% X r

o0

r

Bewegt sich derselbe Korper (m=1) im Abstand r mit der Geschwindigkeit ¢, so
2
betragt dort seine kinetische Energie: E,, = C?

2

C_H_ konst.
2

r

Also gilt: E

total

Energieniveau einer Umlaufbahn
Auf Grund der Tatsache, dass die Gesamtenergie E, . auf einer Umlaufbahn nur

total

von deren Halbachse a, nicht aber von ihrer Exzentrizitat abhangt, lasst sich E,_

finden, indem der Energiesatz fur eine Kreisbahn mit dem Radius a formuliert wird.
Dabei wird die Umlaufgeschwindigkeit u eingesetzt, welche aus dem Gleichgewicht
zwischen Gravitations- und Zentrifugalbeschleunigung z gefunden wird:

z-9=0 - g:ﬁz:z:— > u= %
a a
U u_u u_

Etotal = Ekin +Epot =5 T - =i T AL
2 a 2a a 2a

Dasselbe Resultat erhalt man aus dem so genannten Virialsatz, welcher im
vorliegenden Zusammenhang aussagt, dass die mittlere kinetische Energie(uZ/Z)



wissenschaft
in die schulen!

gleich der Hélfte des Absolutwertes der mittleren potentiellen Energie q,u/a|) ist, also:

Evn =—E,u /2 oder E, =E, /2=-pu/(2a)

Allgemein formuliert lautet damit der Energiesatz (auch vis-viva-Satz genannt):
¢ u_ n
2 r 2

Daraus ergibt sich die Energiedifferenz zwischen zwei kreisformigen Umlaufbahnen
mit den Radien r, (Ausgangsbahn) und r, (Zielbahn), die durch eine Transferbahn

Uberwunden werden muss:
AE ;u( 1 1j N AEtotal _ AEtotal _ AEtotal _ ra

total
2

r la Etotal_a - _/u/(zra)_ _Us/z - r
Man beachte, dass hier der zusatzlich notwendige Energieaufwand fir eine allfallige
Neigungswinkelanderung der Bahnebene noch nicht bertcksichtigt ist.

z

Interplanetare Hohmann-Ellipse

Naherungsweise wird hier von kreisformigen Planetenbahnen ausgegangen, die alle
in derselben Ebene liegen. Ist r, der Bahnradius des Ausgangsplaneten und r,

derjenige des Zielplaneten, so folgt aus der Bahngeometrie die grosse Halbachse a:
o+,
2
Es ist sinnvoll, als Referenzgrdsse die Umlaufgeschwindigkeit des Ausgangsplaneten
zu verwenden:

u, = | £

r

a
Dann erhélt man aus dem Energiesatz die folgende Abhangigkeit der
Geschwindigkeit ¢ vom Sonnenabstand r:

i Z_Zra _r_a_zra(ra+rz_r)
u,) r a  r(r,+r)
Falls der Ausgangsplanet die Erde ist, gilt u, =29.79 km/s.

Fur die beiden Scheitelpunkte, wovon einer das Perihel und der andere das Aphel
darstellt, gilt dann:

Canf 2rz
Anfangspunkt (r =r,): =

u, r,+r,

c r,\| 2r
Endpunkt (r =r,): —end _ (—aj a

u, r, Jr,+r,

Selbstverstandlich gelten diese Formeln sinngemass auch fir Hohmann-Bahnen
innerhalb eines planetaren Gravitationsfeldes, also z.B. fur den Satellitentransfer aus
einer niedrigen Erdumlaufbahn in eine 24-Stunden-Synchronbahn. Dann sind r, und

r, einfach die entsprechenden Bahnradien.
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Geschwindigkeitsanderungen ohne Berlicksichtigung von Planeteneinfluss-
sphéren

Um von der Bahn des Ausgangsplaneten auf die Transferbahn zu wechseln ist der
Geschwindigkeitsvektor zunéchst von der Kreisbahngeschwindigkeit u, auf €, zu
verandern. Anschliessend wird der Weg entlang der Hohmann-Bahn antriebslos
zuriickgelegt. Am Ende ist aber eine nochmalige Anpassung der Geschwindigkeit
von C,,, an die Umlaufgeschwindigkeit U, des Zielplaneten notwendig. Grundsatzlich
konnte die Transferbahn auch in einer Ebene verlaufen, die mit der Bahnebene der

Planeten nicht identisch ist. Lediglich Start- und Zielpunkt missen auf der
gemeinsamen Schnittgeraden liegen. Aber es ist klar, dass die Absolutbetrage der
Geschwindigkeitsanpassungen |AE| = [¢ — | minimal sind, wenn alle Bahnen in
derselben Ebene verlaufen. In diesem Falle betragen die beiden, durch je einen
kurzfristigen Raketen-Schubimpuls zu liefernden Geschwindigkeitsanderungen:

Cant Cant — Uy 2r

A
Anfangs-,Kick*: = = L -1
u, u r,+r,

End-,Kick": ACua _ Uy =Cew _[4 | 20 |[fa
” u, u, r,+r, r,

Allein fur den Transfer zwischen den Sonnenumlaufbahnen von Ausgangs- und
Zielplanet auf einer Hohmann-Ellipse betragt demnach die durch Raketentriebwerke

aufzubringende Gesamtgeschwindigkeitsanderung Ac,,,, :‘Ac +|AC,q |- Wie

erwahnt, ist der Einfluss der planeteneigenen Gravitationsfelder dabei noch nicht
berucksichtigt.

a

anf

Fur Hohmann-Bahnen innerhalb eines planetaren Gravitationsfeldes sind diese
Formeln sinngemass ebenfalls anwendbar. In diesem Falle ist Ac,,,, = ‘Ac +|AC |

anf

bereits die vollstandige, durch Raketenantrieb zu liefernde
Geschwindigkeitsveranderung, sofern nicht noch eine Drehung der Bahnebene
durchgefiihrt werden muss (siehe unten).

Schubrichtung

Wenn r, grésserist als r, (z.B. Mars: r,/r, =1.524), ergeben die obigen Formeln

positive Geschwindigkeitsanderungen. Dies bedeutet, dass die Schubwirkung in
Bewegungsrichtung der Planeten erfolgen muss, weil die Transferbahn von einem
tieferen auf ein hoheres Energieniveau fihrt. Umgekehrt fallen z.B. bei einem Flug
zur Venus (r,/r, =0.723) die Geschwindigkeitsénderungen Ac,, und Ac,, negativ
aus, weil r, kleiner ist als r,. Hier missen beide Schubimpulse der

Planetenbewegung entgegengesetzt gerichtet sein, da die Transferbahn von einem
héheren auf ein tieferes Energieniveau flhrt.

In den obigen Formeln sind auch die folgenden plausiblen Grenzfalle mitenthalten:
rL=w — Ac, =(2-1u, ACyy =0
r,=r, — Ac, =Ac,, =0

rr=0 — Ac,, =-U AC,y =—©

a
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Wahrend ‘Ac

den zum Erreichen der Fluchtgeschwindigkeit notwendigen Wert

anf

(\/E—l)ua allein nie Ubersteigt, fallt die gesamte Geschwindigkeitsanderung |Ac,q,|

in den Bereichen 1, /r, <0.49 und r,/r, >3.3 jedoch héher aus als (ﬁ—l)u
So erfordert z.B. ein Flug zum Jupiter (r,/r, =5.203) mehr Energie, als zum

Erreichen der Fluchtgeschwindigkeit von der Erdbahn aus nétig ist
(ACyym =0.485u, > 0.414u,).

a"

Flugzeit und Positionswinkel auf der Umlaufbahn

Nach dem 3. Keplerschen Gesetz gilt fur eine beliebige Ellipsenbahn folgender
Zusammenhang zwischen der Umlaufzeit T und dem mittleren Sonnenabstand a,
wenn die Referenzwerte des Ausgangsplaneten T, und a, =r, eingesetzt werden:

2 3
T2
(Ta j [ra j
Da der Flug auf der Hohmann-Ellipse gerade von einem ihrer Scheitelpunkte zum

andern verlauft, muss die Flugzeit t, aus Symmetriegriinden exakt der halben
Umlaufdauer entsprechen, also:

3/2
i _Th [l T
"2 2r, 2

Falls der Ausgangsplanet die Erde ist, gilt nattrlich:
r,=1 AE (149,6 Mio. km) und T, =1 Jahr = 365,25 d

Wahrend der Flugdauer t, durchlaufen Ausgangs- und Zielplanet auf ihren
Kreisbahnen folgende Winkel:

A Ap? t, 1(r+r)” rnr )
¢a_ Pa =_h=_[a ZJ N A¢§=1800-(a zj

2z 360° T, 2 2r 2r,

A Ap? t 1(r +r ¥z r,+r 92
(Dz: ¢z :_h:_ a z N A(O;ZISOO' a z
2z 360° T, 2\ Zr, 2r,

Daraus ergeben sich die Positionen der beiden Planeten und des Raumflugkdrpers
beim Start und bei der Ankunft:

Position Ausgangsplanet | Flugkorper Zielplanet
Start @ =0° pf =07 p; =180° - Ag;
Ankunft 9l = Ap? @7 =180° @ =180°

Damit die Raumsonde bei der Ankunft den Zielplaneten nicht verfehlt, missen also
beim Start die Verbindungslinien Sonne-Ausgangsplanet und Sonne-Zielplanet

genau den Winkel (180° —Ag;) einschliessen.

Antriebsbedarf bei Miteinbeziehung der Schwerefelder der Planeten

Am Rande der Gravisphare besitzt die Sonde nach der Vektorgleichung w=C —uU die
hyperbolische Ubergeschwindigkeit |w, | = ‘Ac bzw. W,| =|AC,,|. Zur besseren

anf
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Ubersicht werden hier die Geschwindigkeiten relativ zum Planeten, also innerhalb

der Gravisphare, mit w bezeichnet und diejenigen relativ zur Sonne wie bisher mit c.
Vereinfachend wird angenommen, die Umlaufbahn um den Planeten sei ein Kreis mit
dem Radius r; und der Geschwindigkeit u, . Auf seiner Peripherie befindet sich auch

das Perizentrum der Hyperbelbahn, wo die Geschwindigkeit w,,; betragt. Mit =
fur den betreffenden Planeten lautet dann die Energiebeziehung:

2 2 2
Wperi _:up _ Wperi 2 _ WOO _ /up

2 r, 2 Y 2 2a,

Man beachte, dass die Halbachse der Hyperbel a, = —ﬂ—s eine negative Grosse ist.
w

00

. . . W i w ?
Fur die Hochstgeschwindigkeit folgt: up = 2+(—°°J

U l‘JIU

Der Geschwindigkeitsunterschied beim Wechsel zwischen Kreis- und Hyperbelbahn
im Innern der Gravisphare ist die Differenz zwischen w ., und u, . Wird wie friher

peri

mit u, dimensionslos gemacht, ergibt sich schliesslich:

2
Aw W —U u w
SR e U U o 2= | -1
ua ua ua uU

Dies ist die - unter gleichzeitiger Berticksichtigung von solarem und planetarem
Gravitationsfeld - durch Raketenschub tatsachlich zu erzeugende, einseitige
Geschwindigkeitsveranderung.

Die gesamte Raketenleistung, die fur den Ubergang von der Parkbahn des
Ausgangsplaneten bis zum Einschwenken in die Umlaufbahn des Zielplaneten
aufzubringen ist, entspricht demnach der Summe der absoluten
Geschwindigkeitsveranderungen innerhalb der Gravisphéaren beider Planeten:

AW,y = AW, |+ |[Aw, |

Dieser Wert ist selbstverstandlich hoher als der oben erwahnte Ac, ., bei dem die
planetaren Schwerefelder noch nicht berticksichtigt wurden.

Flugrichtung und Abschusswinkel

Beim Start des Raumschiffs aus der Parkbahn (Radiusr,, Geschwindigkeit u;, ) um

den Ausgangsplaneten in eine Fluchthyperbel ist es wichtig, den korrekten
Abschusswinkel 6 in Bezug auf die Bewegungsrichtung des Planeten um die Sonne
einzuhalten. Dies ist der Winkel zwischen den Vektoren w ., und w,, d.h. zwischen

der Parkbahntangente im Startpunkt und der entsprechenden Hyperbelasymptote.
Auf Grund der geometrischen Eigenschaften der Hyperbelbahn besteht zwischen
dem Winkel 0, der Exzentrizitat e, der Halbachse a,; und dem Perizentrumsabstand

r.. =, der folgende einfache Zusammenhang:

peri

1 e:|aH|+rU

2
— = —1y vy [ e
sin@ lay| lay| u,

Daraus ergibt sich sofort der Abschusswinkel 6.
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Modifizierte interplanetare Hohmann-Bahn

Im Falle einer verkirzten Transferbahn von einem inneren zu einem ausseren
Planeten (z.B. Erde - Mars) liegt der sonnenfernste Punkt (Aphel r_,, ) ausserhalb
der Zielplanetenbahn r,, wodurch diese geschnitten wird. Der Start erfolgt jedoch wie
bei der gewohnlichen Hohmannbahn tangential aus der Ausgangsplanetenbahn r,

heraus. Hier werden nur die Vorgédnge im solaren Bezugssystem, also ausserhalb
der Gravispharen beider Planeten, untersucht. Insbesondere soll der
Zusammenhang zwischen Transferzeitgewinn und zusatzlichem Energieaufwand
aufgezeigt werden.

Es gelten also folgende Voraussetzungen: r >r r.=r o > T,

z a min a max

Die geometrischen Zusammenhange ergeben die grosse Halbachse a und die
Exzentrizitat e

N ” r,+r r,—r
far die regulare Hohmann-Bahn: a, =——2 e, =—-2
2 r,+r,

- . Foax + 1o (A

fur die modifizierte (Hohmann-) Bahn: a, =——~* e, =———=%

2 rmax + ra

Fur die Bestimmung der Flugzeit t entlang einer Ellipsenbahn kann die Keplersche
Gleichung verwendet werden:

M :ZﬂL:E—e-sinE
T

M = mittlere Anomalie, ein zu t proportionaler Winkel

t = Flugzeit ab Periheldurchgang

T = Umlaufzeit

E = exzentrische Anomalie, ein Hilfswinkel (hier nicht Energie)
e = Bahnexzentrizitat

Ferner bendtigt man eine Beziehung zwischen e, a, e und E, die aus den
geometrischen Eigenschaften der Ellipse herleitbar ist. Sie lautet:
a-r
COSE =——
ea

Setzt man die entsprechenden Werte der modifizierten Bahn ein und bestimmt E fir
den Radius r,, so folgt:

E =arccos M
" r

t, M, E,—e,sinE

T, 27 2

Zwischen den Umlaufzeiten der modifizierten und der echten Hohmann-Bahn besteht
nach dem 3. Keplerschen Gesetz der Zusammenhang:

3/2
T_m — rI’T].’;\X + ra
T, r,+r,
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Mit der Flugdauer der regularen Hohmann-Bahn t, =T, /2 als Referenzgrosse erhalt
man:

32 .
Mo s E,—e,sinE,
t, r,+r, V4

Betrachtet man nun die Energiesituation, so kdnnen von der friheren Herleitung die
Geschwindigkeitsbetrage am Start (r =r,) sinngemass wie folgt idbernommen

werden:

max 1

Canf _m _ 2 rmax N
ua max

ACanf_m _ 2r
r,+r u,

ra + rmax

Auch der Geschwindigkeitsbetrag am Zielpunkt (r =r,) kann aus dem Energiesatz
gewonnen werden:

2
Cend_m _ 2ra _ Il _ ra 2(ra + Max — rz)
ua rZ am rZ (ra + rmax)
Da aber die modifizierte Transferbahn nicht mehr tangential in die Zielumlaufbahn

Ubergeht, sondern diese unter einem Winkel o schneidet, muss hier die
Geschwindigkeitsdifferenz Ac aus der folgenden Vektorgleichung bestimmt

end _m

werden:
B} o T —
Acend_m =u, _Cend_m = r_ U, _Cend_m =(O,Ua ra/rz )_(Cracu)
z

2
end _m

Nach dem Cosinussatz gilt: (Acend_m)2 =(r,/r, 2 +c2y =241, /r, -U,Chy ,COSCL

end _m

Dabei ist die Grosse c,, , cosa =c, die Umfangskomponente des Vektors ¢

d.h. dessen Projektion auf die Umlaufbahn des Zielplaneten. Sie kann auf Grund des
Flachensatzes (2. Keplersches Gesetz) ganz einfach wie folgt bestimmt werden:

end _m?

rc, =r,C

a~anf _m

ra
— ¢,=-"2¢C
r

z

anf _m

Damit erhalt man schliesslich:
ACos_w _ | Ta Ly 20r, + 1 —1,) 5T 2r
ua rZ (ra + rmax) rZ ra + rmax

‘+‘Ac

AC 0 = [Ac

anf _m end _m

Tragt man den Geschwindigkeitsaufwand Ac,, Uber die Flugzeit t,, auf, so ist aus

dem Kurvenverlauf ersichtlich, dass die Flugzeit anfanglich viel starker abnimmt als
der Geschwindigkeitsaufwand ansteigt. Beschrénkte Bahnverkirzungen kénnen also
durchaus sinnvoll sein, da bei bescheidenem Mehraufwand ein relativ grosse
Zeitgewinn realisiert werden kann.

Wie bereits friher stellen Ac,,, , und Ac auch hier nur die

Geschwindigkeitsdifferenzen am Rande der Gravisphéaren dar. Um noch die
tatsachlich erforderlichen Start- und Endkick-Geschwindigkeiten im Perizentrum der

7

end _m
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Hyperbelbahnen (innerhalb der Gravispharen) zu bestimmen, kénnen wieder
dieselben Formeln wie oben verwendet werden: Aw,,, =|Aw,|+|Aw,|.

total

Drehung der Bahnebene mit Dreiimpuls-Methode

Da Anderungen der Bahnneigung im interplanetaren Bereich von Transferbahnen
kaum eine Rolle spielen, soll hier ein Problem fiir einen Erdsatelliten betrachtet
werden. Es wird angenommen, eine Kreisbahn mit dem Radius r, und der
Umlaufgeschwindigkeit u, um die Erde solle um den Winkel § in eine andere Ebene
gedreht werden. Dazu wird diese Kreisbahn temporéar in eine Hohmann-Ellipse mit
der grossen Halbachse a umgewandelt, in deren Apogaum (Radius r,. ) die
Drehung in die andere Ebene vorgenommen wird. In der neuen Ebene soll die
urspriingliche Kreisform (r =r,) aber wieder hergestellt werden, sodass nach dem

gesamten Mandver das Bahnenergieniveau wieder den urspringlichen Wert hat.
Dazu sind drei mittels Schubimpulsen zu erzeugende Geschwindigkeitsanderungen
Aw notwendig.

Der erste und dritte ,Kick® erfolgen im Perigdum (r, ). Sie sind verantwortlich flr den

Wechsel von der Kreis- in die Ellipsenbahn und umgekehrt. Beide sind in diesem
Falle vom Betrag her gleich gross, aber entgegengesetzt gerichtet.
Nach friiheren Herleitungen gilt mit w als Geschwindigkeit und r,,, =2a—r,:

AWperi :|AW1|+|AW3|:2 2r-max —11=2 ,Z_r_a_]_
u, ‘Ua ‘ ‘ u, ‘ Fa & Vinax a

Der 2. Impuls ist der Apogaums-Kick im Radius r_,, , der die eigentliche Drehung der
Bahnebene bewirkt. Die Geschwindigkeit des Satelliten betragt dort (siehe oben):

W, :\/( raJ 2, _ r,/a
ua r-max ra—l_rmax 2_(ra/a)

Dieser Betrag wird durch die Drehung nicht veréndert, hingegen die Richtung des
Vektors um den Winkel 5. Dabei gilt folgende Gleichung:
AW, =W W

apo apo_2

Da zwischen den gleich langen Vektoren w
aus dem Cosinussatz:

[Awap" ]2 = 2(1—0055)(\':';90 JZ _ 2(r, /a) (L—cos5)

u 2_(ra/a)

apo_1

w0 1 UNd W, der Winkel 6 besteht, folgt

a a

Somit wird die gesamte benotigte Geschwindigkeitsdnderung als Funktion von (a/ra),
dund u,:

AWtota| _ AWperi +AWapo -9 2_r_a_1 + r_a 2(1-coso
u, u, u, \" a a )\ 2—(r,/a)

Die beiden folgenden Grenzfalle sind in dieser Formel mitenthalten:
a) Direkte Drehung der Kreisbahn ohne elliptische Zwischenbahn (ra/a :1):
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AW,
"ol [2(1—cosS)

ua
b) Zwischenellipse wird zur Fluchtparabel (a — o, 1, /a = 0):

% - 2(2-1)

a

Sehr wichtig ist selbstverstandlich, auf Grund eines gegebenen Drehwinkels & die
Halbachse a bzw. das Verhéltnis r, /a fur diejenige Ellipsenbahn zu finden, bei

welcher die Summe aller Geschwindigkeitsimpulse Aw,, /u, minimal ist. Durch
Nullsetzen der Ableitung

d AW’(otal d ri =0
u, a ’
(wobei die Grosse D = J2@L=coss) fur einen gegebenen Winkel § als Konstante zu

betrachten ist) findet man nach einiger Zwischenrechnung die verbliffend einfache
Formel:

(r_aj _4{1-D}
a optimal - 2_D

Der Ausdruck ist aber nur giiltig, sofern 0 <r, /a <1 herauskommt. Das ergibt

folgende Grenzbedingungen:
(2/3)<D<1 — (7/9)>cosd>(1/2) — 38.942° <5 <60°

otal

Die Daten der optimalen Zwischenellipse in Abhéngigkeit vom Winkel lauten:

Winkel 8° | bis 39 45 50 55 58 ab 60
Aopt/Ta 1 1.315 1.865 3.518 8.479 00
Imax/Ta 1 1.631 2.731 6.036 15.958 0
e 0 0.2398 | 0.4639 | 0.7157 | 0.8821 1

Im vorliegenden Fall muss also bei Winkeln unter 39° die Bahndrehung direkt
vorgenommen werden, d.h. ohne Umweg uber eine Ellipsenbahn. Andererseits ist es
fur Drehwinkel ab 60° am guinstigsten, wenn der Satellit zuerst beinahe auf
Fluchtgeschwindigkeit beschleunigt, seine Richtung dann in sehr grosser
Erdentfernung verandert und er nach der Ruckkehr praktisch wieder von Flucht- auf
Kreisbahngeschwindigkeit abgebremst wird. Da dieses Vorgehen extrem viel Zeit
erfordert, muss in der Praxis eine Losung gewahlt werden, die einen Kompromiss
zwischen Zeit- und Mehrenergie-Aufwand darstellt.

Selbstverstandlich Iasst sich mit der Dreiimpulsmethode auch ein Ubergang in einen
Orbit mit anderem Energieniveau mit einer Drehung der Bahnebene kombinieren. Die
Herleitung verlauft analog wie oben, sie resultiert aber in aufwandigeren Formeln.
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