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Dass die Englédnder fast immer in den technischen und wirtschaftlichen Berei-
chen die Nase vor den Deutschen hatten, ist schon lingst aus der Geschichte
bekannt. Nur in der Mathematik schien es bisher so zu sein, dass das Land von
Gauk und Ries kaum zu schlagen war. Doch auch da kénnen — wie das folgen-
de Beispiel beweist — die Englander eine Vorreiterrolle spielen. Wenn man sich
anschaut, wie beispielsweise die Warteschlangen auf Postdmtern gehandhabt wer-
den, so kann man zwei unterschiedliche Varianten der beiden Staaten finden. Um
zu untersuchen, welcher dieser Fille der giinstigere ist, haben wir zunéchst an
die Binomialverteilung erinnert, bevor wir uns mit dem Poissonprozess und den
Markov-Ketten beschiftigt haben. Das Ziel dieser Gruppenarbeit war es also,
das Problem der Warteschlangen in Postdmtern mit Hilfe von mathematischen
Modellen zu untersuchen.
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1 Stochastischer Prozess

Zunéchst stellt sich die Frage nach dem Begriff des ,Stochastischen Prozesses”.

Definition: Ein stochastischer Prozess ist eine Familie von Zufallsgrofen (X;),
die auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind und Werte in einem
Zustandsraum £ annehmen. Die Variable t stellt dabei héufig die Zeit dar.

Das einfachste Beispiel eines stochastischen Prozesses ist die Bernoulli-Kette.
Diese ist ein Zufallsversuch, bei dem es zu jedem Zeitpunkt ¢ = 1,2,...,n nur
relevant ist, ob ein gewisses Ereignis (Treffer) eintritt oder nicht (z.B. Treffer = 1;
Niete = 0). Dabei gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, k& Treffer bei n Zufallsversuchen
mit der Trefferwahrscheinlichkeit p zu erzielen:

PX =)= ({ )ik

Die Teilversuche einer Bernoulli-Kette sind voneinander unabhingig. Damit ist
sie das einfachste Beispiel einer Markov-Kette.

2 Poissonprozess

Der Poissonprozess (N(t)) ist ein diskreter stochastischer Prozess in stetiger Zeit,
d.h. N(t) € ECN,t >0 und ¢ € R. Ein typischer Verlauf sieht so aus:

Anzahl

4 4 [

3 4 (-

2 - —

14 P N(t)
L] L] | L] " " Zeit
¢ L, t Lt ts

| R NE—
v v,

Hierbei bezeichnet v; die i-te Wartezeit und N(t) die Anzahl der Ankiinfte bis
zum Zeitpunkt ¢.
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e Annahme 1: Der Prozess ist stochastisch zeitinvariant, d.h.
P(N(t; +¢)— N(t1) =k) = P(N(ty + ¢) — N(t2) = k)
fiir alle t1,t5, ¢ > 0.

e Annahme 2: Die Wartezeiten zwischen zwei Ereignissen sind unabhéngige
Zufallsvariablen.

e Annahme 3: Die Anzahlen der Ereignisse in disjunkten Intervallen sind
unabhéngige Zufallsvariablen. Der Erwartungswert £(N (1)) der Anzahl der
Ereignisse pro Zeiteinheit heift Intensitdt und wird mit A\ bezeichnet.

Der Prozess startet mit N(0) = 0. Uns interessiert die Wahrscheinlichkeit
P(N(t) =k) fir k=1,2,3,....

Um diese Wahrscheinlichkeit zu berechnen, wiahlen wir ein beliebiges aber festes

t. Das Intervall I = [0;¢] wird in n disjunkte Teilintervalle der Lénge £ zerlegt.

Fiir die Anzahl N; der Ereignisse in jedem Teilintervall gilt dann:
" 0
" > 1.

n —_—

Wir definieren das Ereignis A als [|{N; < 1}. Das Gegenereignis A tritt also ein,
i=1

sobald ein ¢ mit /N; > 1 existiert. Ziel ist es sicherzustellen, dass in einem sehr kur-

zen Teilintervall maximal ein Ereignis stattfindet, um das Problem mathematisch
beherrschen zu kénnen. Deshalb treffen wir folgende

o (Regularitits-)Annahme 4:
Fiir h — 0 gilt: P(N(h) > 1) = o(h)*

Fiir n — oo liefert Annahme 4: P(N (£) > 1) = o(%).

n

Aus den Annahmen 1 bis 3 folgt
P(N(t)=k) = P(Ni+No+..+ N, =k)
= P{N1+Ny+ ..+ N,=k}nA)
+P{N, + Ny + ..+ N, =k} nA).

LEin Term ¢(h) heift von der Grofenordnung o(h) fiir b — 0, falls lim 22 — g

h
n—oo N
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Der zweite Summand ist wegen Annahme 4 von der Gréfenordnung o(h). Deshalb
betrachten wir nur den ersten Summanden. In diesem Summanden sind die NN;
Bernoulli-Variablen und damit ist ihre Summe binomialverteilt mit n und p = ¢,

Daraus ergibt sich dann fiir diese Verteilung
n k n—k
PN =K) = (1) (A )" (125" o)

und fir den Grenzwert bei n — oo

P(N(t)=k) = Qe

Anschliefsend werden die Wahrscheinlichkeiten fiir die Lange der Wartezeiten in
einem Poissonprozess gesucht. Zun#chst gilt, dass N(t) — N(s) und N(¢t — s)
fir 0 < s < t identisch verteilt sind und fiir 0 < s; < s9 < s3 < ... sind
N(s1), N(s2 — s1), ... unabhingig.

Die Wartezeiten vy, vo, ... sind unabhéangig und identisch verteilt, mit

Plvyy<z)=1- e,
da
= (M)
kKl

P(t,<t)=1— Pty >t)=1—P(N(t)<n)=1—e

(]

k=0

3 Markov-Ketten

Eine Markov-Kette ist ein stochastischer Prozess, bei dem das zukiinftige Verhal-
ten nur vom aktuellen Zustand und nicht von vorherigen Zustinden abhingt.

Definition: X (t) sei der Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢, ¢t € R, X(t) €
E CN.

(X (t)) heift Markov-Kette mit dem Zustandsraum F genau dann, wenn:
P(X(t,) =i, | X(t1) = i1, X (t2) =42, ..., X (tn_1) = n_1)

= P(X(t) = in | X(byr) = inr) @

fiir alle endlichen Auswahlen von Zeitpunkten t; < t5 < ... < t,, und Zustdnden
gilt.

Eine Markov-Kette ist durch ihre Anfangsverteilung: {p, = P(X(0) =)} und
die Ubergangswahrscheinlichkeiten {p;;(s,t) = P(X(t) = j | X(s) =)} ein-
deutig bestimmt. Aus diesen Bestimmungsstiicken kann insbesondere fiir jedes ¢
und jedes k die Wahrscheinlichkeit P(X(t) = k) berechnet werden.
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Der Poissonprozess als Markov-Kette

Sei (N(t)) ein Poissonprozess. Aus der Annahme 3 und der Poissonwahrschein-
lichkeit folgt:

P(N(tn) == ’l ’ N(t ) - il,N(tQ) - ’ig, ey N(tnfl) = Z'nfl)
(N(tn) = N(tp-1) = in — ip—1 | N(tn-1) = in-1)
(N(tn) =in | N(tn-1) = tn-1)

()\ (t( _tn 1));” 1 'efA(tn*tnfl).
in — ZTL 1

P
P

Somit ist der Poissonprozess eine Markov-Kette und auferdem hiingt die Uber-
gangswahrscheinlichkeit p;;(s,t) nur von der Zeitdifferenz ¢ — s ab und nicht von
der Lage der Zeitpunkte s und ¢ auf der Achse. Diese Eigenschaft heifst Zeitho-
mogenitit.

Fiir eine homogene Markov-Kette liefert die Formel fiir die totale Wahrschein-
lichkeit

P(X () = k) = Y P(X(t) = HX(0) = i) - PX(0) = )
t) = Zpik(t) p

Um die zeitliche Entwicklung durch ein System von Differentialgleichungen be-
schreiben zu konnen, miissen wir das Verhalten in kurzen Zeitintervallen erfassen.
Dies geschieht durch die Intensititen:

qij = }lll_)r% Jh = pij(o%
T pii(h) o
q; = ]lblﬂ% A i;(0),

wobei g;; die Intensitét ist, mit der das System vom Zustand ¢ in den Zustand j
wechselt, und ¢; die Intensitét ist , mit der das System den Zustand ¢ verlésst.

Durch sogenannte Ubergangsgraphen werden die moglichen Ubergéinge mit ihren
Intensitdten veranschaulicht:
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Abfluss:
qk l)k [tJ

Eine homogene Markov-Kette mit > ¢;; = ¢; heift konservativ.

i#]
Der Poissonprozess ist konservativ, weil ¢; = ¢;;11 = A und fiir alle anderen Uber-
gangsintensititen g;; = 0 gilt.

Wir wollen nun eine Differentialgleichung fiir die Wahrscheinlichkeiten py(t) her-
leiten. Dazu teilen wir das Intervall [0; ¢+ h] in die Teilintervalle [0; ¢] und [t; ¢+ h].
Dann ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢t 4+ h im Zustand k
Zu sein:

pe(t +h) = sz‘k(h> - pi(t).
i€E
Nach einigen Umformungen ergibt sich die Differentialgleichung:

p(t) = —pe(t) -au + > pilt) - qun
ic B\ {k}

mit der Anfangsbedingung
pr(0) = pr.

Stationdre Prozesse

Ein stochastischer Prozess (X (¢)) heifst stationér, wenn sich alle endlich-dimensionalen

Verteilungen bei einer Verschiebung auf der Zeitachse um einen beliebigen, aber
festen Betrag h nicht d&ndern.
Wenn wir nur einen festen Zeitpunkt ¢ betrachten, gilt insbesondere

P(Xp =) = P(X; = x).

Ist die stationdre Verteilung von der Anfangsverteilung unabhéngig, so nennt
man den Prozess ergodisch. Wenn Ergodizitiat vorliegt, folgt aus der obigen
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Differentialgleichung wegen pj (t) = 0 fiir die stationére Verteilung (x;) das lineare
Gleichungssystem

0= —xr-q + Z T - Gk mit Zxkzl.
i€ E\{k} k=0

4 Bedienungsmodelle

Mathematisch gesehen kann man die Bedienungstheorie als die stochastische Cha-
rakterisierung von bestimmten Warteschlangen deuten. Dabei besteht ein solches
Bedienungsmodell stets aus einem oder mehreren Bedienungskanélen, welche wir
im Folgenden Schalter nennen werden. Als Beispiele knnen die Schalter auf dem
Postamt, die Kassen im Supermarkt oder die Telefonleitungen eines Kundenser-
vice genannt werden. Aus diesen Bedienungssystemen geht hervor, dass hinzu-
kommende Kunden jeweils einen Schalter in Anspruch nehmen moéchten, weshalb
sich schliefslich durch die Bedienungszeit eine sogenannte Wartezeit fiir die Kun-
den ergibt. Dies kennt man auch vom Check-In auf Flughéfen oder von Bestel-
lungen in einem Restaurant.

Um die Frage zu kldren, wann das Bedienungssystem am kundenfreundlichsten ist
bzw. wann die Gesamtbedienungszeit bei endlich vielen Kunden einen méglichst
kleinen Wert annimmt, muss man die Faktoren nennen, die ein solches Modell
beeinflussen und charakterisieren. Auf der einen Seite hingt das System von dem
Kundenstrom ab, auf der anderen Seite aber auch von der Bedienungsanlage. Das
heifst also, die Anzahl der Kunden k, die Bedienungszeit ¢, die Anzahl der Schalter
s und die Art der Warteschlangen (je Schalter eine Schlange oder fiir alle Schalter
genau eine Warteschlange) bestimmen, wie letztendlich das Bedienungsmodell
aussieht.

Fiir die von uns betrachteten Systeme ist der Forderungenstrom ein Poisson-
prozess mit der Intensitit A. Die Bedienungszeit eines Kunden nehmen wir als
exponentialverteilt mit dem Parameter p an. p beschreibt die Intensitit, mit der
ein Kunde das System verldsst. Wir modellieren das ganze System als sogenann-
te Geburts- und Todesprozess. Solche Prozesse sind konservative Markov-
Ketten, bei denen nur die Uberginge von k nach k + 1 (Geburt) und von k
nach k — 1 (Tod) moglich sind. Die zugehorigen Intensitéten bezeichnen wir mit

Q1 = A\p und grp—1 = [
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Mn+1

Das lineare Gleichungssystem fiir die stationdre Verteilung nimmt dann folgende
Gestalt an:

(e + Ae) T = Pt 1Tr41 + A—1Tp—1

Wie in der obigen Abbildung zu erkennen ist, stellt der Term (py + Ax)zx den
Abfluss aus dem Zustand k und pgy12841 + Ap_12x_1 den Zufluss in den Zustand
k dar.

Wenn man nun alle Gleichungen bis zu Nummer £ addiert erhélt man

k
Z Wi + Ni)Tp = Z,uz+1$z+1 + Z Nic1Ti—1.
=0

und
AoTo = 11

Umgeformt ergibt sich dann
1 + Mgk = Ao%o + flk+1Tk+1

bzw.
AbTh = k1 Tk41-

Wenn man diese Gleichung nach x,; umstellt, erhdlt man

A

Hi+1

Tp+1 = L.

Die Auflésung dieser rekursiven Gleichung liefert

k

mit der Anfangsbedingung




Beispiele fiir Bedienungssysteme

Die von uns betrachteten Bedienungssysteme werden mit der Schreibweise
M| M |s|w beschrieben, wobei M den Poissonschen Forderungsstrom, M die ex-
ponentialverteilte Bedienzeit mit dem Parameter p, s die Anzahl der Schalter
und w die Anzahl der Plitze in der Warteschlange beschreiben. Untersuchen wir
die Bedienungssysteme M |M|1 und M |M|2|2, wobei im ersten Fall ein unendlich
groker Warteraum zur Verfiigung steht. Fiir das Verhéltnis der Intensitdten A
und g schreiben wir % = p. Fiir M|M|1 erhalten wir aus den obigen allgemeinen
Gleichungen die stationédre Verteilung

rg = 1—0p
. = (1—p)ph, k=1,2,....

Im System M|M|2|2 gibt es 2 Schalter zur Bearbeitung eintreffender Kunden,
aukerdem bestehen nur fiir 2 Kunden Warteplitze. Das heift also, sobald mehr
Kunden ankommen, verlassen sie das System.

_ 1-5
SR SN
rT = P
T2 = %P%O
I3 = ipgl‘o
Ty = %P%o

Aus dieser stationdren Verteilung kann man Systemkenngréfien wie die mittlere
Schlangenldnge und die mittlere Wartezeit berechnen.

5 Die Simulation

Bei wachsender Schalter- und Warteplatzanzahl wachsen auch die zugehorigen
Gleichungssysteme quadratisch beziiglich der Platzanzahl, was herkémmliche Soft-
ware bald iiberfordert.

Um die urspriingliche Frage zu klaren, miissen wir aber auch Féille mit mehr
als 2 Schaltern und 2 Wartepldtzen betrachten. Damit gewinnt das Werkzeug
Simulation schnell an Attraktivitdt. In Ermangelung einer Simulationssoftware
wurde eine eigene Variante implementiert, deren grundlegende Uberlegungen im
Folgenden vorgestellt werden.
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Wahrscheinlichkeiten

Im Bedienungssystem liegt ein poissonverteilter Zustrom an Kunden und eine
exponentialverteilte Reihe von Bedienungszeiten vor. Bei der Implementierung
bestand aber nur die Moglichkeit, auf gleichverteilte Zufallszahlen aus [0;1] zu-
riickzugreifen.
Um den Kundenstrom zu simulieren, werden die Wahrscheinlichkeiten
fiir genau 0, maximal 1, maximal 2, usw. bis maximal 5 Kundenankiinfte in-
nerhalb einer Zeiteinheit bestimmt:
k
P(X<k)=>_
i=0
Da die Wahrscheinlichkeit fiir die Ankunft von mehr als 5 Kunden bei kleinem A\
verschwindend gering ist, werden diese Ereignisse vernachlassigt. Wir haben nun
das Intervall [0;1] in 7 Teilintervalle zerlegt:

0; P(X = 0)], (P(X = 0); P(X = 1)],...., (P(X = 5),1].

N

2!

Je nachdem, in welchem Intervall die gleichverteilte Zufallszahl nun liegt, werden
0 bis 6 neue Kunden simuliert.

Eine exponentialverteilte Bedienungszeit X lésst sich durch die Umkehrung der
Formel Y = 1 — e "X also X = —ln(ll—t_y) erzeugen. Wenn Y gleichverteilt auf
[0; 1] ist, dann ist

X=——
W

exponentialverteilt mit dem Parameter p.

Ergebnisse

Zur Validierung der Software konnten wir auf das gerechnete Beispiel
M|M|2|2 bei A = 2 und p = 3 bauen. Der dort erhaltene Erwartungswert der
Wartezeit von 0,36 Zeiteinheiten stimmte anndhernd mit der simulierten mittle-
ren Wartezeit iiberein. Auch beim deutschen System stellte sich in der Simulati-
on dieses kleinen Systems etwa dieser Wert ein. Als grofsere Variante wurde nun
M|M|2]40 simuliert. Nach 300 bearbeiteten Kunden stellte sich eine stabile mitt-
lere Wartezeit von etwa 5,8 Zeiteinheiten beim englischen und etwa 6,3 beim
deutschen System ein.
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Was genau ist ein Ton? Warum klingt der gleiche Ton bei einer Fléte ganz anders
als bei einem Klavier? Warum nehmen wir die Téne trotzdem irgendwie als gleich
wahr? Und was hat das mit der Funktionsweise eines MP3-Players zu tun?

Diesen und anderen Fragestellungen haben wir uns in der Sommerschule gestellt.
Mit Hilfe der Fourier-Reihenentwicklung ist es uns moglich gewesen, Toéne in
Grund- und Oberténe zu zerlegen. Neben vielen theoretischen Uberlegungen ha-
ben wir dann auch mal praktisch die Frequenzspektren diverser Instrumente — von
Violine bis Vuvuzela — bestimmt und versucht, am Computer zu synthetisieren.



1 Einleitung

Wenn wir im Alltag To6ne horen, konnen wir fiir gewohnlich verschiedene Instru-
mente bzw. Gerduschquellen problemlos auseinanderhalten, auch wenn die T6ne
eigentlich dieselbe Tonhohe und dieselbe Lautstirke haben.

Woran liegt das?

Warum klingt der gleiche Ton bei einer Flote ganz anders als bei einem Klavier?
Um dies beantworten zu kénnen, muss zuerst geklart werden:

Was ist tiberhaupt ein Ton aus math./phys. Sicht?

Ein Ton ist mathematisch gesehen nichts anderes als eine periodische Schwin-
gung, z.B. die gleichférmige Sinus-Schwingung einer Stimmgabel oder der Ton
eines Streichinstruments:

,,,,,,
0.0 o o 0 0z .00 .00 0,008

Abbildung 1: Ton einer Stimmgabel (220 Hz) und der Ton einer Geige (220 Hz)

Mit einem Synthesizer ldsst sich eine Sinus-Schwingung problemlos reproduzie-
ren. Der Klang der Geige ist aber um ein Vielfaches komplexer.
Die Frage, die sich nun stellt, lautet:

Lassen sich komplexe Schwingungen wie die der Geige durch eine Kombination
aus Sinus-/Kosinus-Schwingungen darstellen, damit sie synthetisierbar werden?

Jal Das ist moglich. Im Folgenden machen wir uns anschaulich, wie ein einfaches
Signal durch iiberlagerung von trigonometrischen Funktionen approximiert wer-
den kann.
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Abbildung 2: Rechteck-Schwingung
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Abbildung 3: Approximation der Rechteck-Schwingung mit 1, 2, 3 und 20 iiber-
lagerten Funktionen




Wie kann man nun eine beliebige Schwingung x in eine Kombination trigonome-
trischer Funktionen zerlegen, die iiberlagert x approximieren?

Dazu hat sich schon der Mathemtiker Joseph Fourier (1768-1830) Gedanken ge-
macht. Nach ihm ist die Fourier-Reihe benannt, die nichts anderes als eine Summe
von Sinus-/Kosinus-Funktionen mit je einem zugehorigen Koeffizienten ist.

2 Fourier-Reihen

2.1 Vektoren und Skalarprodukte

Notwendig fiir diese Zerlegung ist ein elementares Verstdndnis von Vektoren und
Skalarprodukten. Ein Vektor u ist definiert als ein Element eines Vektorraums.

Ein Vektor u kann sowohl Teil eines endlichen Vektorraums (u € RY, N: An-
zahl der Dimension), als auch eines unendlichdimensionalen Raums sein, z.B. als
stetige Funktion, die auf einem bestimmten Intervall [a,b] definiert ist. Im Fol-
genden ist fiir die Fourier-Transformation das Intervall [0, 27| relevant. Fiir die
stetigen Funktionen f und g auf dem Intervall [0, 27| definieren wir das folgende

Skalarprodukt:
2

(f.9) = /f(t) - g(t)dt.

0

Dabei sind f und g genau dann orthogonal, wenn gilt:

(f.g9)=0.

Weiterhin ist die Norm einer Funktion f definiert als:
11l = /S 1)

Wir betrachten nun die folgende Menge von Funktionen:

Diese Funktionen sind paarweise zueinander orthogonal, also:

2

(f.9) = / F(t)-g(t)dt =0, Vf.geB, f#g

0



Beweis:

1. Fall:
sin(wy - t)
f(t) - ﬁ
~ sin(ws - 1)
9(t) —Jr
Es gilt:

() = /sin(\o/u%'t) . Sin(j;t)dt

= % . /cos((wl —wy) - t)dt — /cos((w1 + wo) - t)dt (1)

= 0, fir wy # ws.

Der 2. Fall (Kosinus mit Kosinus) und der 3.Fall (Kosinus mit Sinus) werden
analog bewiesen. Setzt man in (1) w; = ws, ergibt sich

IFON =V {f, [ =1. (2)

Aus (1), sowie den anderen beiden Féllen und (2) folgt, dass die Funktionen in
B eine Orthonormalbasis der stetigen Funktionen auf [0, 27] bilden.

2.2 Definition Fourier-Reihe

Fiir ein Signal z(t) ¢t € [0, 27|, x stetig, nehmen wir an, dass es geschrieben wer-
den kann als:

_ 1 cost cos 2t cos 3t
Jﬁ(t) = ao-\/—z—w+a1-ﬁ+a2-ﬁ—l—a3-@+...

+b1.5%f +b2~sij;3t +b3'si\“f

s

+

™

d.h. als Linearkombination der Basisfunktionen.
Diese Summe von Basisfunktionen nennt man Fourier-Reihe und die Darstellung
eines Signales als Fourier-Reihe heilst Fourier-Transformation.

Die Anteile der einzelnen Basisfunktionen, d.h. die Faktoren ag, ai, as, ..., by, ba, ...
erhilt man, indem man das Skalarprodukt des Signals z(¢) mit der entsprechen-
den Basisfunktion bildet.



_ 1
ag = Z, _27r >
cos 2t sin 2t

= aﬂ'#_'_al'ﬁ +a27++b1%+b2ﬁ+,

< 1 1 > N <Cost 1 >+

o Qa, . —7_ a . _7_

0 21w /21 ! VT 2r
—_—— —_———

S
3
\/

= a/O

Die Ermittlung aller anderen Faktoren erfolgt analog.

3 Beispiel einer Fourier-Transformation

Als simples Beispiel fiir eine Fourier- Transformation zerlegen wir die schon er-
wahnte Rechteck-Schwingung

1 :tel0,n]
x(t):{ -1 :te€[nm2n]

ag errechnet sich wie schon oben gezeigt:
2 g 2
1 1 1 1
aw=(r,— )= | v —dt = | —=dt — | —=dt =0.
0 < \/27r> / v 2T /\/27T /\/27?
0 0 g

a,, die Faktoren der Kosinus-Summanden, kénnen durch das Bilden des Ska-
larprodukts der Schwingung und des Kosinus-Einheitsvektors ermittelt werden:

27 T 2

coswt / coswt gt 1 / L / rdt 0
a,=(x,—— )= | x- = —" coswtdt — [ cosw =0.
NG VT VT
0 0

™




Analog bestimmt man b,,:

27

b sin wt / sinwtdt 1 j Lt / Lt
. = T, = | x- = —. sin w — [ sinw
0

™

—1

- coswt

2
1
— (2—-2.
ﬂ) RV ( cos wT)

1
+ — - coswt
w

1
v\ w )
4 .
o { —w_\/g , fiir gerade w

, fiir ungerade w

Demnach lisst sich die Rechteck-Schwingung als folgende Transformierte X (t)
annahern:

4 4 4
X(t) == sint+ — -sin3t + — -sin bt + ...
T 3T o

4 Diskrete Fourier-Transformation

Nun ist ein Signal nur an diskreten Zeitpunkten verfiigbar, sprich: Man zerlegt
nicht mehr stetige Funktionen in Summen von Sinus- und Kosinus-Funktionen,
sondern eine endliche Anzahl an Werten, die durch Abtasten eines Signals zu
diskreten Zeitpunkten zustandegekommen sind, in eine Folge der Form

A(Z) = %(ao + a1z + ...+ CLNfl,ZN_l)

mit
2 = ek = cos 2k +i-sin 2Tk,
Die Folge
N-1
Z 2k e Fhn
k=0

heikt Diskrete Fourier-Transformation (DFT) von x, wobei:

N-1
Re(X,,) = Y cos2Tkn - z,
k=0

N-1
Im(X,) =3 sinZkn - z,.
k=0

X,, gibt die Anteile der Frequenzen an, die auf [0, N - h| genau n Schwingungen
haben. Wie sich leicht zeigen lésst, gilt Re(X,) = Re(Xxn_,) und
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Im(X,) = —Im(Xy_,). Es lassen sich also nur Frequenzen bis 5 fiir n <
mit der DFT analysieren. Héhere Frequenzen werden auf niedrigere abgebildet
(Aliasing).

N
2

5 Anwendung - Synthetisierung eines Instruments

Um zu verdeutlichen, dass die hier vorgestellte Theorie auch in der Praxis An-
wendungen findet, stellen wir nun eine Beispielanwendungen vor.

Als erstes wird ein Ton aufgenommen. Man erhélt nun eine Kurve der Schwin-
gung iiber die Zeit, die man nun mittels Fourier-Transformation in die einzelnen
Frequenzen aufteilen kann. Je nachdem, wie gut man das kiinstliche Signal an
den gemessenen Ton annidhern mochte, wiahlt man eine entsprechende Anzahl
der wichtigsten Frequenzen und erhélt, wenn man sie mit den entsprechenden
Amplituden abspielt, den Ton des synthetisierten Instruments.

Im Anhang befinden sich einige Beispiele, bei denen links die Kurve iiber die Zeit
zu sehen ist, rechts das Spektrum, das man durch die Fourier-Zerlegung erhélt.

Nun konnte man denken, es brichte nichts, wenn man einen Ton synthetisieren
kann, weil dabei natiirlich Informationen verloren gehen. Das Lesen einer CD
geschieht mit 44kHz, beim Auslassen jeder 2. Abtastung erhélt man die Rund-
funkqualitdt, die nur 22kHz betrigt, was jedoch nicht so schlimm ist, da die
Signalqualitit bei der Ubertragung sowieso ein wenig leidet.

Nicht nur bei Musik, auch bei der Speicherung von Fotos wird dieses System
verwendet. Dies ist beispielsweise zu beobachten, wenn man scharfe Ubergin-
ge (Vorzugsweise von schwarz auf weiss) im JPG-Format betrachtet, denn dann
sieht man, dass auker den Farben schwarz und weiss sich an den Ubergiingen auch
noch andere Farben, die durch "Nachschwingungen"der abgespeicherten Ersatz-
funktionen entstehen.

6 Fazit

Die Moglichkeit, Speicherplatz zu sparen, indem man die Daten als Parameter von
Sinusfunktionen abspeichert, ist sehr effektiv und wird im Multimedia-Bereich be-
reits hdufig angewendet. Bei der Nutzung vieler Funktionen erhilt man eine gute
Néherung, kann jedoch trotzdem viel Speicherplatz sparen.

Unser Versuch, die Geige zu synthetisieren war insofern erfolgreich, als dass die
synthetisierte Kurve grofstenteils mit der aufgenommenen Kurve iibereinstimmte.
Jedoch klingt sie wegen der schlechten Aufnahmequalitdt und da wir nur wenige
Grundfrequenzen betrachtet haben, nicht ganz wie der urspriinglich erzeugte Ton.



Jedoch konnte man sich mit mehr Aufwand dem Originalton weiter annédhern.
Bei der Nutzung von Spitzen und Ecken hat man das Problem, dass die Sinus-
funktion von Natur aus rund ist und deshalb die Modellierung die Spitze immer
abrundet. Das wird gerade dann deutlich, wenn die Funktion viele schmale Spit-
zen hat. Hierzu ist jedoch zu sagen, dass dies in Tondateien nur schwer oder gar
nicht horbar ist. Auch in Bildern fallen die Anderungen nicht sonderlich stark
auf.

7 Anhang
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Abbildung 4: Beispiel Flote

‘‘‘‘‘‘

. L
£ :
H £ s
00
v
((((((
s200m
4000 ! o
o I v v v X B
Zeit (z)

Abbildung 5: Beispiel Ney (Tiirkisches Blasinstrument)
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Abbildung 8: Beispiel Vuvuzela (Fantrote, passend zur WM)
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Abbildung 11: Beispiel Holger (Mensch, hoher Ton)
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Kurven

Zusammenhinge und Lésungsverfahren

Teilnehmer:
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Kurven sind schén und ihre Eigenschaften sind mathematisch interessant.

Durch Parameterdarstellungen lassen sich Kurven beschreiben, deren graphische
Darstellung vielfiltige Formen zutage férdert. Wenn der Parameter dabei als
Zeit interpretiert wird, lassen sich zudem Animationen erstellen, auf die jedoch
in diesem Bericht verzichtet werden muss.

Ansonsten werden im Folgenden Kurveneigenschaften wie die Bogenldnge oder
Tangentialvektoren betrachtet. Die Kriimmung von Kurven spielte in unserer
Gruppe ebenso eine Rolle wie auch zyklische Kurven (Zykloiden).
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1 Parameterdarstellungen von Kurven

1.1 Einige Beispiele
1.1.1 Der Einheitskreis

Ausgehend vom Einheitskreis, bei dem r = 1

gilt, entspricht L+
_ Ankathete —~
COS(Oé) " Hypotenuse
0.6+
: __ Gegenkathete ~
Sln(a) " Hypotenuse 04T

Ein Punkt auf dem Kreisbogen hat die Ko-

02T

I I I I
t t t t
-08 -06 -04 -02

ordinaten:

z(a) = r-cos(a)

y(la) = r-sin(a) o & [0;2m)

02T

04T

0.6 T

-0.8 T

o) cos(a)
02 04 06 08 1o

Das r deutet darauf hin, dass es sich bereits um eine Verallgemeinerung der

Formel handelt.

Durch Ersetzen von a durch 27t erhalt man eine andere Parametrisierung, wobei
t der Zeit entspricht und physikalisch betrachtet der Vorgang ist, bei dem in
I = [0;1) durch eine Menge von Punkten ein Kreis im mathematisch positiven

Sinn aufgebaut wird.

z(t) = r-cos(2nt)
y(t) = r-sin(27t)

tef0;1)

1.1.2 Archimedische Spirale

Durch Verinderung der Radiusfunkti-
on in Abhéngigkeit von ¢ entstehen wei-
tere Gebilde. Setzt man beispielsweise
r(t) = ro - t entsteht die Archimedische
Spirale. Fiir ¢t = [0, c0) wird die Spirale
unendlich lang, wobei der Windungsab-
stand konstant bleibt.

x(t) = r-t-cos(2mt)

y(t) r -t sin(27t) t € [0500)
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1.1.3 Weitere Beispiele

Hier eine besonders schone Blume, die
durch Zusammensetzen trigonometrischer
Funktionen als Radiusfunktion entstan-
den ist.

x(t) = (cos(8nt)+ cos(167t)) - cos(27t)
y(t) = (cos(8mt) + cos(167t)) - sin(27t)

-2

2

Auch dreidimensionale Gebilde sind méglich. Dazu wird eine dritte Funktion z(t)
benotigt. Zwei Beispiele:

0.5

0.0

-0.5

) y(t) = (b+sin(42nt)) sin(267t)

>2-cos(27rt) x(t) = (5+sin(42nt)) cos(267t)
) - sin(27t) z(t) = cos(42mt)

1.2 Jordan-Kurve

Im Folgenden seien nun einige Begriffe genau definiert.

Eine Kurve C' C R? heifit Jordan-Kurve, wenn folgendes gilt:

15



e Es gibt ein f: I C R — R? mit C' = im(f),
e [ ist stetig in [.

C heifst reguldr, falls fiir eine Parametrisierung f gilt:
f'(t) #0 fir allet € [

1.3 Tangentenvektoren

Sei f(t) eine Parametrisierung einer Kurve. Dann gilt:
f(t) — f(to)
t—to  t—ty

Es gilt:

Die Ableitung ist hierbei ein Vektor. Der Ableitungsvektor steht tangential zur
Kurve.

Tangentenvektor an Kreis und Spirale

7 1o

12T

-1.4-1.2-110-0.8-0.6-0.4-0.2
-02 T

-04 T
-0.6 T
-0.8 T

0204 0.6 0.8 1§10 1.2 1.4

-2 20T
-1.4 +

1.4 Die Bogenlange

Sei C' C R? eine Kurve, I = (t4,t.) C R ein Intervall. Sei tg, . .., t, eine Einteilung
von [ mit t;41 —t; = t;41 — t; fiir alle 4, j. Dann gilt fiir die Bogenlénge S:

n—oo

S = lim Z Vi) —x(tim1))? + (y(t) — y(ti1))?

16



- / VEOP T GO,

Es gilt §'(t) = |f'(s)]-
Man bezeichnet eine Parametrisierung einer Funktion f als Parametrisierung
nach der Bogenlinge, wenn |f’(s)| = 1 fiir alle s.

Gilt | f'(s)] = 1, so folgt: Die Bogenlénge zwischen f(s1) und f(s2) betrigt so—s.

2 Zykloiden

2.1 Abrollen eines Kreises auf einer Ebene

Unter einer Zykloiden versteht man diejenige Kurve, die ein Punkt auf einem
abrollenden Kreis beschreibt.

Um diese Kurve zu parametrisieren, beginnen wir zunéichst mit der bereits be-
kannten Parameterdarstellung des Kreises und simulieren dessen Rotation durch
die Bewegung des betreffenden Punktes auf dessen Umfang, also auf der parame-
trisierten Kurve. Im Folgenden sei stets ¢ € [0; 1].

xz(t) = r-cos(2nt)
y(t) = r-sin(27t)

Um den Kreis, dessen Mittelpunkt sich durch oben genannte Parameterdarstel-
lung im Koordinatenursprung befindet, spéter seine Rollbewegung oberhalb der
x-Achse vollfithren zu lassen, addieren wir zunéchst jeweils die Koordinaten des
Mittelpunktes zu den bereits gennanten z- und y-Koordinaten des Punktes:




x(t) = xy, + r-cos(2nt)
Ym + 7 - sin(27t)

<

S
~

SN—
I

Doch wie verdndern sich x,, und y,, wiahrend der Rollbewegung, durch welche
Funktionen werden sie beschrieben?

Offensichtlich bleibt y,, wihrend des Abrollens konstant und in unserem Beispiel,
in dem sich der Kreis auf der x-Achse abrollt, gleich dem Radius r des Kreises.
Da die Geschwindigkeit des Kreises iiber den ganzen Vorgang konstant ist, wird
leicht ersichtlich, dass x,, proportional zu ¢ sein muss. Zieht man des Weiteren
in Betracht, dass wihrend einer kompletten Umdrehung der Kreis und somit
auch dessen Mittelpunkt eine Strecke von 27r zuriicklegt, ergeben sich folgende
Koordinatenfunktionen :

T(t) = 2-m-r-t

ym(t) = T

Da sich der Punkt zum Abrollen in positive x-Richtung jedoch im Uhrzeigersinn,
folglich also im mathematisch negativen Sinn drehen muss, muss vor dem Kosinus-
Term ein negatives Vorzeichen stehen. Aufserdem muss eine Phasenverschiebung
von —/2 sowohl bei x(t) als auch bei y(t) eingefiigt werden, damit der Punkt
seine Bahn am ,untersten Punkt des Kreises beginnt und nicht wie bisher ,,ganz
rechts”. Es ergibt sich folgende Parametrisierung der Zykloide:

x(t) = x, — r-cos(2mt — 7/2) Tn(t) = 2-7-7-1
y(t) = ym + r-sin(2rt — 7/2) ym(t) = T

2.2 Weitere Zykloiden

Betrachtet man nun die Bahn eines Punktes auferhalb oder innerhalb des Krei-
ses, miissen die Koordinatenfunktionen so angepasst werden, dass der Faktor r im
zweiten Summanden jeweils durch den Abstand R des Punktes zum Kreismittel-
punkt ersetzt wird, da sich der verinderte Abstand lediglich auf die Eigenrotation,
nicht aber auf die geradlinig gleichférmige Bewegung in x-Richtung auswirkt:

xz(t) = x, — R-cos(2nt — 7/2) rp(t) = 2-m-1-t
y(t) = ym + R-sin(2nt — 7/2) ym(t) = const.
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2.3 Epizykloiden

Weiterhin haben wir Zykloiden betrachtet, die beim Abrollen des Kreises auf
einer Kreisbahn entstehen. Diese werden als Epizykloiden bezeichnet. In diesem
Fall setzen wir z,,(t) = (R + ) - cos(2nt) und y,,,(t) = (R + r) - sin(27t) an, da
der Mittelpunkt nun seinerseits eine Kreisbahn mit dem Radius der Summe der
beiden Einzelradien beschreibt.

Des Weiteren muss die Rotationsgeschwindigkeit des duferen Kreises angepasst
werden, da der dufere Kreis wihrend seines Umlaufs mehr als eine Rotation voll-
fithrt. Der bendtigte Faktor ist das Verhéltnis des Umfangs der Mittelpunktsbahn
zu dem des dufleren Kreises, also
= T
Da der Punkt auf der linken Seite des du-
Reren Kreises zu rotieren beginnt und wir
daher eine Phasenverschiebung von —m
benotigen, ergibt sich folgende Parametri-
sierung der Epizykloiden:

a(t) = p +r-cos((E+1)-2mt — 7r)7
yit) = ym + r~sin((§+1) 2wt — 7r)
rm(t) = (R-+7)-cos(2nt)
ym(t) = (R+r)-sin(2nt)
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Weitere Epizykloiden

y

3 Kriimmung und weitere interessante Kurven

3.1 Die Kriimmung ebener Kurven

Ist f(s) nach der Bogenlinge parame-
trisiert, dann ist die Kriimmung F(s) = (x(s);0°(5))

k(s) :=a/(s).

Dabei ist «(s) der Winkel zwischen ei-

S(8) = (x(5);(5))

nem beliebig, aber fest gewéhlten Vek- =
tor V und f'(s). / 4
k= konstant \
27R 2R
= / kds = / o' (s)ds a2 PiR)
0 0
<S2tR-k = «a27R) — «(0)
= 27 ‘\
ek =5 a0) /v
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3.1.1 Allgemeine Formel zur Berechnung der Kriimmung

Zunachst noch ein Hilfssatz:

[f'(s)] =1
< fl(s) =1
= 2-f'(s)-f"(s) = 0
& f'(s)-f"(s) = 0
= f'(s) L f"(s)
= cos(£(f"(s),V)) = = = sina (1)

Nun wird der aus der Formel fiir das Skalarprodukt gewonnene cos o abgeleitet,
wobei hier erwahnt sei, dass man Skalarprodukte mit einem konstanten Vektor
wie Produkte mit konstanten Faktoren differenziert.

<.V >

[f'()] - V]

=< f'(s),V >
=sina-o =< f'(s),V > |- sina

o =k(s) = |f"(s)]  (nach (1))

Durch die Kettenregel ergibt sich allgemein:
y"(t) - a'(t) — 2"(t) - ' (1)
(02 + /(12

k(t) =

3.2 Kriimmungskreis und Evolute

Fiir jeden Punkt einer Kurve ist der Kriimmungskreis derjenige Kreis, der in
diesem Punkt die Kurve beriihrt und dieselbe Kriimmung wie sie besitzt.

Die Evolute einer Ellipse wird As- Die Evolute einer (Epi-)Zykloide ist
teroide (Sternenkurve) genannt. interessanterweise auch eine solche.
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3.3 Die Klothoide

Beim Durchfahren einer Kurve mit dem Auto oder der Bahn soll die Fliehkraft

F,. = m% moglichst gleichméfig wachsen.

Bei konstanter Geschwindigkeit gilt:

Fo~kek=bs 2 as)

2

Aus der nebenstehenden Skizze geht hervor:

2'(s) = cos(Ls?)

y'(s) = sin(%s?)

Nochmals integriert sieht das dann aus wie in der folgenden Abbildung.

Bei Strafken, Eisen- und Achterbahnen
sind Kurven im Idealfall in dieser Rei-
henfolge aus Stiicken von Gerade, Klo-
thoide, Kreis, Klothoide und Gerade
zusammengesetzt, da die Fliehkraft von
0 bis zu einer oberen Schranke line-
ar wachsen, dort konstant bleiben und
dann wieder linear abnehmen soll.

Bei konventionellen Geschwindigkeiten
(< 160 km/h) werden im Eisenbahnbau
auch kubische Parabeln als Kurven ver-
wendet, die einer Klothoide in der Ndhe
ihres Ursprungs dhneln.
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Die Beschreibung von Symmetrien ist eine sehr schéne Anwendung der Grup-
pentheorie und stellt somit eine wunderbare Verbindung zwischen Kunst und
Mathematik dar. In unserem Sommerschulkurs haben wir uns mit Symmetri-
en von Ornamenten beschéftigt. Dabei verstehen wir unter einem Ornament ein
periodisches Muster der Ebene:

UGG GhER ARYE RS 1A%EE

Die Menge der orientierungserhaltenden Symmetrien eines Ornaments (Trans-
lations- und Drehsymmetrie) besitzt die Struktur einer Gruppe. Man spricht von
der Symmetriegruppe eines Ornaments. Wir haben nachgewiesen, dass es iiber-
raschenderweise nur fiinf verschiedene Symmetriegruppen von Ornamenten gibt.
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1 Die Euklidische Bewegungsgruppe

Wir beginnen mit der allgemeinen Definition einer Gruppe.

Definition 1.1. Eine nicht-leere Menge G mit einer assoziativen Verkniipfung o
heilst Gruppe, falls gilt:

(1) Es existiert ein neutrales Element e € G, so dass aoe = eoa = a fiir alle
a € G gilt.

(2) Fiir alle a € G existiert ein inverses Element a1, so dass aoa™ = a " loa =¢

gilt.

Im folgenden betrachten wir die Menge aller ldngen- und winkeltreuen sowie ori-
entierungserhaltenden Abbildungen der Euklidischen Ebene R2.
Diese Abbildungen bestehen aus Translationen (Verschiebungen) und Drehungen.

Die Translation T, um den Vektor v = (Ul) verschiebt ein Element x = (xl) €

Vo X2
R? auf
T v T+ v
P=Tax=z+v= ")+ (1) = 1t )
T2 Vg To + Vg
X9 IIQ = X9 + Vg X9
Ty = + v
v= (" z’ T
Vo
T
Tllustration zur Verschiebung Mustration zur Drehung

Die Drehung D,, dreht z um den Winkel « € [0;27) um den Ursprung auf
Do Ti-Ccosa—Ty-sina)  [cosa —sina Ty
7Y \ay-sina+ 29 -cosa)]  \sina  cosa 9]
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Die Drehmatrix
cosa —Ssinao
sine  cos«
wird im Folgenden mit A, bezeichnet.

Durch (A,,v) kénnen wir nun alle lingen- und winkeltreuen sowie orientierungs-
erhaltenden Abbildungen der Euklidischen Ebene darstellen, wobei A, die Dreh-
matrix fiir die Drehung um den Ursprung und v der Translationsvektor ist.

Satz 1.1. Die Menge
G = {(Aa,v) |a €0,27),v € R*}
kann zu einer Gruppe, der Euklidischen Bewegqungsgruppe, gemacht werden.

Beweis. Wir definieren die Verkniipfung zweier Elemente (A,,v) und (Ag, w) wie
folgt:
(Ag,w) o (An,v) = (Aats, Agv + w).

Als néchstes zeigen wir, dass diese Verkniipfung assoziativ ist. Wir haben einer-
seits

(Ay,2) 0 ((Ag,w) o (Aq,v)) = (Ay,v) 0 (Aasg, Agv + w)
= (Aatpty, Apryv + Ayw + 2).
Andererseits berechnen wir
((Ay,2) 0 (Ag,w)) © (Aa, v) = (Aprs, Ayw + 2) 0 (A, v)
= (Aa+pty, Agrv + Ayw + 2),
was die Assoziativitit bestétigt.

Man iiberlegt sich leicht, dass das Element (Ag,0) die Rolle des neutralen Ele-
ments spielt.

Wir zeigen schlieklich, dass das zu (A,,v) inverse Element durch (A_,, —A_,v)
gegeben ist, denn wir haben

(Aa,v) 0 (A, —A_ov) = (Ag, —v +v) = (Ap,0), und

(A_p, —A_ov) 0 (An,v) = (Ag, A_qv — A_qv) = (Ao, 0).

m
Bemerkung. Eine Drehung Dp, um den Punkt P um den Winkel a lasst sich in
G nun wie folgt beschreiben:
Dpo,=T,0D,0T.,
= (Ao, v) 0 (Aq, 0) © (A, —v)
= (Aq,v) o (Ag, —v)
= (Aq, —Aqv + ).

35



2 Endliche Gruppen von Bewegungen

Wir beginnen mit der folgenden Definition.

Definition 2.1. Eine Untergruppe I' einer Gruppe (G, o) wird aus einer nicht-
leeren Teilmenge von G gebildet, die beziiglich derselben Verkniipfung o wieder
eine Gruppe ist und dasselbe neutrale Element hat.

Fiir das Weitere benotigen wir den Begriff des Fixpunktes.

Definition 2.2. Als Fizpunkt einer Untergruppe der Euklidischen Bewegungs-
gruppe wird ein Punkt der Euklidischen Ebene bezeichnet, der von allen Elemen-
ten der Untergruppe festgelassen wird.

Satz 2.1. Jede endliche Untergruppe I' der Euklidischen Bewegungsgruppe G hat
einen Fizpunkt.

Beweis. Wir beweisen zuerst, dass die Untergruppe I' nur Drehungen enthélt.
Dazu wird angenommen, dass [ Translationen der Form T, = (Ap,v) mit v # 0
enthilt. Daraus folgt, dass auch T, o T, = (Ao, v) o (Ap,v) = (Ag, 2v) und somit
T,o...0T, = (Ap,nv) mit n € N Elemente von I' sind. Da n alle natiirlichen
Zahlen durchlauft, enthalt I' unendlich viele Translationen. Dies ist aber ein Wi-
derspruch zur Voraussetzung, dass I' endlich ist. Daher ist die Annahme, dass I’
Translationen enthélt, falsch und I" kann folglich nur Drehungen enthalten.

Nun wird gezeigt, dass I' nur Drehungen um ein bestimmtes Drehzentrum ent-
halten kann. Dazu nehmen wir an, dass es in [ zwei Drehungen D; = (A4,,0) und
Dy = (A, —Apv 4+ v) = (Ap, w) mit verschiedenen Drehzentren 0 und v gibt,
wobei a, 3 # 0 gilt. Wegen [ # 0 folgt auch Agv # v und somit w # 0. Aufgrund
der Gruppeneigenschaft von T liegen D; ' = (A_,,0) und Dy* = (A_5, —A_gw)
ebenfalls in I". Wir betrachten jetzt die Verkniipfung

DioDyoD oDyt =

(Aus 0) 0 (Agy w)) 0 ((A_0,0) 0 (A_y, —A_gw)) =
(Aa+s, Aaw) 0 (A-(atp), —A-(arpyw) =

(Ag, —w + Aqw).

Diese Bewegung ist aber eine Translation, obwohl sie in I' liegen muss. Da in
I nur Translationen liegen, deren Verschiebungsvektor der Nullvektor ist, muss
—w + A,w = 0 gelten. Daraus folgt A,w = w; wegen a # 0 folgt w = 0. Das ist
ein Widerspruch zur Annahme, dass I' Drehungen um zwei verschiedene Zentren
enthailt.

Daher kann I' nur Drehungen um ein Drehzentrum enthalten. Das Drehzentrum
wird von keinem Element aus I' bewegt und ist somit der Fixpunkt von I". [
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Satz 2.2. Jede endliche Untergruppe I' von G wird von der Drehung D, erzeugt,

wobei o = %’T mit n € N ist.

Beweis. Sei (A, 0) Element von I'. Daraus folgt, dass (A, 0) o (Aa, 0) = (Azq, 0)
und somit allgemein (A4,.,,0) mit ¢ € N in I' enthalten sind. Da I" nur endlich
viele Bewegungen enthélt, muss eine Drehung um ein gewisses Vielfaches von «
ein Vielfaches von 27 sein, d.h.

q~a:27r-p<:>0é:27T'E (p,g €N, g #0).
q

Wir zeigen jetzt, dass damit I' die Drehung (Ag, 0) mit § = 27” enthdlt, wenn
(Aqa,0) mit v =27 - £ in I' enthalten ist.

Dazu kann ohne Einschrankung angenommen werden, dass p und ¢ teilerfremd
sind. Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus finden sich ganze Zahlen z, y derart,
dass

r-pty-q=1

gilt. Durch Multiplikation mit 27” erhdlt man daraus

a:-27r-]2—|—27r-y:2—7r.
4q q
Die Drehung um den Winkel x - 27 - § entspricht der Drehung um z - o und ist
somit in I' enthalten. Auch die Drehung um 27 -y, die der Nulldrehung entspricht,
ist ein Element von I'. Daher muss auch die Drehung um die Summe der beiden
Winkel %’r in [ enthalten sein. Daraus folgt, dass I' Drehungen der Form (A,,0)

mit o = 27” enthélt.

Wir betrachten jetzt die in I' enthaltenen Drehungen mit Winkeln der Form
3—?, e Z—; (N € N). Nun wird gezeigt, dass eine natiirliche Zahl n existiert, die
durch jedes ¢; (j € {1,..., N}) teilbar ist.

Sei n das Maximum von ¢y, . .., ¢y. Wir nehmen an, dasses ein ¢; (1 € {1,...,N})
gibt, das kein Teiler von n ist. Daher gilt kgV(g;,n) > n. Aus dem Euklidischen
Algorithmus erhalten wir zwei ganze Zahlen x,y mit

r-q+y-n=ggl(g,n).

Durch Multiplikation mit ;in erhdlt man
2 2 T(q;, 2
n 4 qi-n kgV(gi,n)

Die Drehungen um die Winkel - 2 und y - 2% sind Elemente von I'. Daher muss

auch die Drehung um die Summe ihrer Winkel in T liegen, also die Drehung um
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2w
kgV(qi,n)
gilt, muss n > kgV(g;,n) sein. Da nun aber n < kgV(g;,n) ist, folgt daraus ein

Widerspruch zu der Annahme, dass ¢; kein Teiler von n ist.

. Da n das Maximum aller ¢; ist und somit kgV(g;,n) € {q1,...,qn}

Daher sind alle Drehwinkel a der Drehungen in I' durch ganzzahlige Vielfache
von o = 27” bestimmt. O

3 Pflasterungsuntergruppen

Wir beginnen mit der folgenden Definition.

Definition 3.1. Eine Untergruppe I' C G heilst Pflasterungsuntergruppe, falls
eine beschrinkte und konvexe Teilmenge M C R? existiert, so dass die beiden
folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

i) U yM=R?

vyer
(i) M (M\OIM) N Y(M\OM) # b = M = M fiir alle 71,7, € T}
hierbei bezeichnet OM den Rand von M.

Wir wollen nun zuerst die Teilmenge der Translationen einer Pflasterungsunter-
gruppe untersuchen. Dazu bendétigen wir die folgende Definition.

Definition 3.2. Sei I' C G eine Pflasterungsuntergruppe. Dann bezeichne
Tr := I' N {Translationen von R*} =T N {T, |v € R*}

die Teilmenge der Translationen von I', den sogenannten Translationsanteil von
I'. Weiter bezeichne
DF =T \ TF

alle Drehungen aus I' ohne den Translationsanteil Tt.

Satz 3.1. Sei I' C G eine Pflasterungsuntergruppe und Tt thr Translationsan-
teil. Dann existieren zwei nicht kollineare Vektoren v,w € R? mit der folgenden
Eigenschaft:

Tr = {Twinw = (Ag,m-v+n-w)|n,m e Z},

d.h. jede Translation von I" ist eine Translation um den Vektor m -v+n - w fir
gewisse m,n € 7.
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Beweis. Zuerst zeigen wir, dass I' neben der Identitdt id = (Ag, 0) noch weitere
Translationen besitzt, d.h., dass

Tr # {id}

gilt. Wir nehmen im Gegensatz dazu an, dass Tt = {id} gilt, d.h. I bestehe nur
aus nicht-trivialen Drehungen. Alle diese Drehungen miissen dann das gleiche
Zentrum besitzen; denn wiren D; und D, zwei Drehungen mit verschiedenen
Zentren, so ist das Element

Dy oDyo Do Dy?

eine nicht-triviale Translation (siche Beweis von Satz 2.1), im Widerspruch zu
unserer Annahme. Damit folgt, dass alle Drehungen das gleiche Zentrum besitzen.
Dies bedeutet, dass die Menge

U M

yerl’
in einem geniigend grof gewidhlten Kreis um dieses Drehzentrum liegt, was der
Eigenschaft (i) in der Definition 3.1 widerspricht. Damit ist gezeigt, dass R? nicht
nur mit Hilfe von Drehungen vollstindig gepflastert werden kann; es muss also
Tr # {id} gelten.

Als zweites zeigen wir nun, dass in Tt zwei nicht kollineare Vektoren existieren. Im
Gegensatz dazu nehmen wir an, dass alle Translationen von Tt parallel sind. Ist
nun D € Dr =I'\ Tt eine beliebige Drehung und 7, = (Ao, v) eine nicht-triviale
Translation, so gilt

DoT,oD™ ' =Tp, €Ty,

d.h. das Element D o T, o D! ist eine Translation um den Vektor Duv; dies folgt
aus der Gleichheit

DyoT,oD_, = (Aa7 0) © <A07 U) © (A,O” O) = <A0> Aav> = TAQU

fiir eine Drehung D, um den Ursprung. Aufgrund der Annahme muss der Vektor
T'v parallel zum Vektor v sein und somit ist jede Drehung D € Dr eine Drehung
um den Winkel 7.

Seien nun Dy, Dy € Dr zwei solche Drehungen um den Winkel 7 mit Drehzentren
in den Punkten P, bzw. P, gegeben durch die Ortsvektoren v; bzw. vy. Weiter
sei () ein Punkt mit dem Ortsvektor w, und es bezeichne D;() den Punkt zum
Ortsvektor Dyjw und (D o Dq)@ den Punkt zum Ortsvektor (Dy o Dy)w:




Das Element D, o D; ist eine Translation um den Vektor 2P; P, welcher parallel
zu dem Vektor v sein muss. Damit ist gezeigt, dass die Zentren aller Drehungen
aus Dr auf einer Geraden liegen, welche parallel zum Vektor v ist. Demnach liegt

die Menge

U M

yer
in einem geniigend breit gewédhlten Streifen um diese Gerade, was der Eigenschaft
(i) in der Definition 3.1 widerspricht. Also ist unsere Annahme falsch und es
existieren in Tt zwei nicht kollineare Vektoren.

Es bleibt zu zeigen, dass zwei nicht kollineare Vektoren v, w € R? mit der Eigen-
schaft
TF - {va—HLw | n,mec Z}

existieren. Dazu sei P ein beliebiger Punkt der Euklidischen Ebene R?. Da T’
eine Pflasterungsuntergruppe ist, liegen nur endlich viele Translate yP (v € T')
von P in einem (geniigend grof gewihlten) Kreis um P. Wir bezeichnen nun das

—
Translat vP, welches P am néchsten liegt, mit () und setzen v := P(Q). Da in Tt
zwei nicht kollineare Vektoren existieren, ist es moglich, ein weiteres Translat R
von P zu wahlen, welches ebenfalls minimal von P entfernt ist und die Eigenschaft

besitzt, dass die Vektoren w := P_}é und v nicht kollinear sind. Offensichtlich gilt
dann

Tr 2 {Thvinw | n,m € Z} (3.1)

und fiir die Gleichheit geniigt es, die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Dazu neh-
men wir an, dass T eine echte Obermenge von {71,,,1nw |7, m € Z} ist, d.h.,
dass

Tt 2 {Thvsnw |1, m € Z} (3.2)
gilt. Wir betrachten nun das Paralellogramm
P={P+ v+ pw|Auel01]};

wegen (3.1) gilt
U 7P =R%

Y€Tr

Aufgrund der Annahme (3.2) muss ein Translat P’ von P existieren, welches im
Inneren von P liegt und wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass P’ in
dem Dreieck mit den Eckpunkten P, @), R liegt.
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P’
P R

Damit ist der Abstand von P zu P’ kleiner als der Abstand von P zu R, was
der Wahl von R widerspricht. Somit kann es ein solches Translat P’ von P nicht
geben und wir haben bewiesen, dass es zwei nicht kollineare Vektoren v,w € R?
mit der Eigenschaft

Tr = {Twinw | n,m € Z}

gibt. [l

Nachdem wir den Translationsanteil Tt einer Pflasterungsuntergruppe I' unter-
sucht haben, kdnnen wir nun beweisen, dass es nur fiinf Pflasterungsuntergrup-
pen gibt, indem wir alle Drehungen aus I' ohne den Translationsanteil 71, d.h.
Dr =T\ T, klassifizieren.

Satz 3.2. Es g¢ibt 5 Typen von Pflasterungsuntergruppen. Die entsprechenden
Pflasterungen der Euklidischen Ebene R? sind in den Figuren 1 bis 5 dargestellt,
welche aus [1] entnommen sind.




Bewers. Zunichst wissen wir aufgrund des Satzes 2.2, dass alle Drehungen D €
Dr Drehungen um einen Winkel der Form 27” fiir ein n € N sind; n wird hierbei
auch als Ordnung der Drehung bezeichnet. Wir bestimmen nun die in Frage
kommenden Ordnungen der Drehungen D € Dr. Hierbei unterscheiden wir die
folgenden Falle:

Fall 1 (Dr =0, d.h. n =1 fiir alle D € Dr):

In diesem Fall ist Dr die leere Menge und damit ist I' ausschlieflich gleich Tr,
besteht also nur aus Translationen. Diese Art der Pflasterung der Ebene R? ist
in Figur 1 zu erkennen.

Fall 2 (D o D =id fiir alle D € Dr):

Im zweiten Fall haben wir also n = 2 fiir jede Drehung, d.h. in der Menge Dr
sind nur Drehungen um den Winkel 7 enthalten. Zu den Translationen kommen
jetzt noch diese Drehungen hinzu, was die Pflasterung in Figur 2 liefert.

Fall 3 (Es existiert eine Drehung Dy € Dr der Ordnung ny > 3):

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass D; eine Drehung mit
dem Nullpunkt als Drehzentrum ist, d.h. es gilt

D, =D,, = (A4,,0) € Dr,

wobei a; = i—’; der Drehwinkel und n; die Ordnung der Drehung D, ist.

Nun wéahlen wir eine Drehung Dy € Dr der Ordnung ny > 3 derart, dass das
Zentrum von Dy minimal vom Nullpunkt entfernt ist; mit v’ bezeichnen wir den
Ortsvektor des Drehzentrums von Dy und mit oy = i—z den Drehwinkel, d.h.
Dy = (Aq,,v) mit v := —A,,v" +v'. Durch eine kurze Rechnung erhalten wir fiir
die Drehung D3 := (D; o D;)~! die Darstellung

D3 = (Dl © DQ)_l - ((Aoén 0) © (Aa27v))_1 = (Aoél-i-az’ AOqU)_l
- (A—al—a27 _A—a2U> - (A27r—a1—a27 _A—a2U>7

d.h. Ds besitzt ein Drehzentrum mit dem Ortsvektor —A_,,v. Weiter gilt fiir den
Drehwinkel ag = i—z dieser Drehung die Formel

Q3 V=2T—0] — Q<= 2T =01+ s+ a3 -V <

2 2w 27w
— _+__

2r = v

ni N2 N3
fiir ein gewisses v € N. Wir zeigen nun, dass sogar v = 1 gilt. Denn wére namlich
v > 1, so gibe es eine Drehung D) € Dr mit einem Drehwinkel kleiner als oy
und somit wire das Drehzentrum der Drehung Dj := (D; o D})~! niher am
Nullpunkt als das Drehzentrum der Drehung Ds. Damit muss also v = 1 gelten
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und wir erhalten die Schliisselrelation

2 2 2 1 1 1
o= T e = — (3.3)
n U ns ny Mo ng
Aus dieser Relation leiten wir nun die Pflasterungen der Figuren 4, 5, 6 ab. Es gibt
nédmlich nur vier Moglichkeiten diese Gleichheit (3.3) fiir 1y, ng, n3 wie gegeben
zu 16sen, wobei die dritte und die vierte Moglichkeit zusammenfallen:

° n1:3,n2:3,n3:3:>&1:2%,0(2:2%,&/3:2?71—7
) n1:4,n2:4,n3:2:>041:%,agz%,agz%ﬂ,
b n1:37n2:67n3:2:>a1:%%7&2:2%7@3:27”7
e =6,n=3n3=2=07 =L, 00 =2, 3 =2,

6’ 37

Damit haben wir insgesamt gezeigt, dass es nur fiinf Typen von méglichen Pflas-
terungen der Euklidischen Ebene R? gibt. O
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Um einen Schaltkreis und sein Verhalten zu analysieren, muss man ihn nicht
zusammenléten und messen, sondern kann ihn auch mathematisch simulieren.
Da dies sehr rechenintensiv ist, ist die Verwendung eines Computers sinnvoll. Die
dazu notwendigen Gleichungen werden hier abgeleitet.
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1 Modifizierte Knotenanalyse

1.1 Grundlagen der Basisbauteile

Um einen elektrischen Schaltkreis untersuchen zu kénnen, bendtigen wir die phy-
sikalischen Grundlagen der Bauteile. Dabei haben wir festgestellt, dass man mit-
tels Ohmschen Widerstands, Spule, Kondensators, Spannungs- und Stromquelle
Ersatzschaltungen fiir alle anderen Bauelemente finden kann. Es ist also immer
moglich, Schaltungen auf diese fiinf Bauteile zuriickfiithren.

Ohmscher Widerstand Es gilt das Ohmsche Gesetz:
R=%«G=R"'=%

Kondensator Fiir den (idealen) Kondensator gilt:

I=C-U

Spule Bei der (idealen) Spule ist
U=L-1

N,
-
YN
@ Spannungsquelle u = u(t)
o}

Stromquelle i =1(t)

Als Beispiel fiir ein Ersatzschaltbild haben wir die Diode betrachtet, die bis zu
einer Grenzspannung Ug einen sehr hohen Widerstand hat und sich danach im
Idealfall wie ein Ohmscher Widerstand verhélt, d.h. (U — Ug) I.

Ein mogliches Ersatzschaltbild, welches das Verhalten der Diode annéhernd imi-
tiert, und die dazugehorige Kennlinie sihen z.B. so aus:

]

[

|

1 |

— — [
5 ‘..‘"
/
L O S R
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1.2 Netzwerktopologie
1.2.1 Schaltkreis modellieren

Ein jeder Schaltkreis kann mit Hilfe der Graphentheorie vereinfacht dargestellt
werden. Nehmen wir zur Veranschaulichung ein Beispiel.

+ Ré_
c, 2
1 p———¢ T 3
C)vl R, 5 LG
+
+ +
0

Nun werden an Verzweigungen bzw. zwischen zwei Bauteilen Knoten gelegt, so
dass zwischen zwei Knoten immer genau ein Bauteil liegt. Des weiteren geben
wir jeder Verbindung zwischen den Knoten eine Richtung. Da ein Pfeil immer
nur durch ein Bauteil geht, steht er stellvertretend fiir den Strom im Bauteil.

6
®

(]

1.2.2 Inzidenzmatrix

Unter Zuhilfenahme dieses Graphen lisst sich nun eine Inzidenzmatrix aufstel-
len, die die Struktur vollstindig wiedergibt. Dabei gelten folgende Regeln zum
Aufstellen:

1 - Pfeil zeigt vom entsprechenden Knoten weg
0 - Pfeil hat keine Verbindung zum entsprechenden Knoten

-1 - Pfeil zeigt auf den entsprechenden Knoten hin
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) 1 1 1 0 0 0\ 0
A= 1 0 0 1 0 1 1
0 -1 0 -1 1 o] 2
0 0 -1 0 -1 —1) 3

Wie man gut erkennen kann, lisst sich jede Zeile vollstandig durch die verblei-
benden wiederherstellen. Daher lidsst man eine Zeile (im Beispiel die erste) weg
und erhélt die eigentliche Inzidenzmatrix A. Der weggelassene Knoten sei der
Masseknoten und erhilt daher das Potenzial ey = 0

1.3 Kirchhoffsche Gesetze
1.3.1 Knotensatz

Allgemein besagt der Knotensatz, dass die Summe aller Strome in einem Knoten
gleich null ist. Es fliekt also genauso viel Strom zum Knoten, wie auch wieder
weg.

n .
S i = 0. i i
=1

1.3.2 Verbindung von Knotensatzes und Inzidenzmatrix

Knoten
0 i iy iy =0,
Der Knotensatz gilt in unserem Beispiel in jedem Knoten: 1 —i1+is+16 =0,
2 —ig — i4 + i5 — U,
3 —’i3 - i5 - i6 = O
Sei nun ¢ der Vektor, der die Stromstirken enthélt, also
"= (i1 iy i3 Qg 5 dg).

48



Das obige Gleichungssystem kann auch wie folgt geschrieben werden:

11 +ia+133+04+040
—11+04+04+1744+ 0+ 5
0—ig4+0—is+15+0
04+0—i34+0—15—14

A=

oo oo
I
=L

sodass auch

gilt.

1.3.3 Herleitung einer passenden DAE

Gesucht ist ein System von Differential-algebraischen Gleichungen (DAE), das

den zeitlichen Verlauf der unbekannten Grofen beschreibt.

Wie im Schaltbild zu erkennen, sind die Knoten nummeriert. Die Spannungen an
den Bauelementen ergeben sich somit als Differenzen der Potentiale der angren-

zenden Knoten:

Uy = € — €1,
Uy = €9 — €2,
Ug = €9 — €3,
Ug = €1 — €2,
Us = €3 — €3,

Ug =— €1 — €3.

Sei e der Vektor der Potentiale e; ...e3, wobei ey = 0 ist, und u der Vektor der

Spannungen u; ... ug. Dann ergibt sich aus den obigen Gleichungen:

U1 —e1+04+0
U2 0—€2+0
Uy 61—€2+0
Us 0+€2—63
Ug €1+0—63
Es ist also
AT e =u.
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Fiir unser Beispiel gelten dariiber hinaus die entsprechenden Formeln aus der
Tabelle:

i1 = 11(t)

19 = Gy - g

i3 = C3- 13

ig=Cy -y

us = Ls - 1%

ic = Gg - Ug
Setzt man dies in (1) ein und behélt die Gleichung fiir die Spule bei, so ergibt sich
ein System von Differentialgleichungen mit den gesuchten Grofen ey, es, e3 und is:

—i1(t) + Cy - g + Gg - ug = 0 —i1(t) + Cy- (61 —€2) + Gg - (e1 —e3) =
—Go-upg —Cy -y +1i5 =0 PON Gy-eg—Cy-(é1—€2)+1i5=0
—C3-1U3 —i5 — Gg-ug =0 Cs-é3—i5—Ge- (e —e3) =0

us — L-i5 =0 (e2—e3) — Ly -5 =0

1.4 Modifizierte Knotenanalyse

Da reale Schaltungen im allgemeinen aus vielen hundert bis Millionen Bauteilen
bestehen, gibt man folgende allgemeine Form der Inzidenzmatrix an:

A=(Ac Ap A, Ay A)).

Dabei sind die einzelnen Ax Matrizen, die wiederum aus den Spaltenvektoren
jedes einzelnen Bauteils aufgebaut sind (und somit angeben, zwischen welchen
Knoten welches Bauteil liegt).

Multipliziert man nun die allgemeine Inzidenzmatrix mit dem Vektor aller Strom-
stirken, so ergibt sich folgendes System von Gleichungen. Dabei ist C eine Matrix
mit den einzelnen Kapazititen auf der Hauptdiagonalen und G analog dazu eine
Matrix mit den Kehrwerten der Widerstédnde.

A= (Ac Ar Ap Ay A

i = (ic ig iy v i)

—

Ai= 0 (Knotensatz)
0= Acic + Arir + Apir + Ayiy + Arig
AcCALe + ARGALe + Apig + Apiy + Arip =0 (3)
Ale = Li), (4)
Afe = u(t) (5)
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2 Numerische Integration von Differentialgleichun-
gen

Bei der Modifizierten Knotenanalyse liegen nun Systeme von DAEs vor, die im

Falle von Index-1-Gleichungen in Systeme von gewthnlichen Differentialgleichun-

gen iiberfiihrt werden koénnen, also Differentialgleichungen, in denen nur eine
unabhéngige Variable vorkommt. Diese haben im Allgemeinen die Form

wobei z(t) ein Vektor in R™ und ¢ aus einem gegebenen Intervall sind, also

.Tl(t) fl(Il(t)7I2(t), ...... ,ZD,L(t),t)
l’g(t) _ fg(l’l(t),l’g(t), ...... ,In(t),t)
()] \faa (), 2a(), . 2a(0). 1)

Dieses Differentialgleichungssystem ldsst sich durch Integrieren wie folgt umfor-
men:

Man erkennt, dass die Losung des gewohnlichen Differentialgleichungssystems
(ODE) von dem Anfangswert x(0) = xy abhingt und nur durch ihn eindeutig
bestimmt werden kann.

Die folgenden beiden Losungsverfahren approximieren schrittweise die Losung
x(t) des Differentialgleichungssystems.

2.1 Das Explizite Eulerverfahren
Das Explizite Eulerverfahren ndhert die Losung von Differentialgleichungssyste-

men durch die Zusammensetzung von kleinen Teilstrecken an. Durch das gegebene
System ist der Anstieg f(z(t),t) = 4(t) in jedem Punkt bekannt. Angefangen mit
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x(t)

dem Anfangswert zy erhélt man einen neuen Punkt, indem man dem Anstieg ein
kleines Stiick A folgt. So wird das gesamte Intervall durchschritten, wodurch eine
Ann#herung der Losung x(t) erzielt wird. Dadurch ergibt sich folgende rekursive
Bildungsvorschrift

Tiy1 = x; + hf(x;,t;).

Je kleiner h gewihlt wird, desto genauer wird die Approximation.

Die selbe Formel ergibt sich aus einer bekannten Naherungsformel fiir die Inte-

gralberechnung, die linke Rechteckregel.
h

Zum Zeitpunkt h gilt die bereits erwihnten Formel z(h) = z(0) + [ f(z(§), &)dE.
0

h
Nun ist fiir kleine h das Integral [ f(z(§),&)d¢ ungefdhr hf(xo,ty). Ebenso kann
0

(i+1)h
jedes Integral [ f(x(€),£)d¢ durch hf(z;,t;) angendhrt werden, was die For-
ih

mel z; 1 = x; + hf(x;,t;) ergibt.

2.2 Die Implizite Trapezregel

Offensichtlich ist die Abschétzung der linken Recheckregel nicht die beste Appro-
ximation fiir Integrale. So kann durch die Trapezregel, bei der das Integral durch
kleine Trapeze anstelle von Rechtecken angenédhert wird, eine bessere Abschét-
zung erfolgen. Der Fliacheninhalt eines Trapezes berechnet sich aus dem Produkt
der Hohe und dem arithmetischen Mittel der Langen der parallelen Seiten. So
ergibt sich analog zum Eulerverfahren die Formel

h
Tit1 = T; + §(f(517i7 ti) + f(zis1, tipr)).
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Dieses Verfahren ist im Gegensatz zum expliziten Eulerverfahren implizit, da
der unbekannte Vektor z;,; auf beiden Seiten der Gleichung auftaucht und sich
dadurch nicht so leicht berechnen lasst. Formt man die Gleichung zu

F(2iy1) = Tig1 — 2 — g(f(l“z'»ti) + f(@iy1,ti41)) =0

um, so erhilt man ein dquivalentes Problem, die Nullstellenbestimmung einer
Funktion. Die Losung der Gleichung F'(x;y1) = 0 kann mit Hilfe des Newtonver-
fahrens ermittelt werden. Die iterative Bildungsvorschrift lautet

Tip1 =1 — (F'(2;)) 1 F(25).

Da z und F' n-dimensionale Vektoren sind, ergeben sich einige kleine Schwie-
rigkeiten, die sich jedoch beheben lassen. So kann zum Beispiel keine Division
durchgefiihrt werden, stattdessen losen wir das Gleichungssystem

F'(z;)z = F(x;)
Tip1 =T — 2.
Auﬂerdem muss F’(z) iiber eine Jacobi-Matrix, der Matrix der partiellen Ablei-
tungen —I (af’“(x ) berechnet werden. Dann ist

h Df(zi41,ti
F/(xl+1) — I_ §(D+;+1>7

wobei I die Einheitsmatrix ist.

Erstaunlicherweise kann man zeigen, dass nach genau einem Schritt der Fehler
des Newtonverfahrens in der Grofenordnung des Fehlers der Trapezregel ist.
Als Startwert wird der bereits bekannte Wert x; benutzt.

3 Beispiele

Die oben beschriebenen Verfahren wurden in MATLAB implementiert. Um nun
konkrete Schaltungen simulieren zu kénnen, muss fiir die jeweilige Schaltung das
Differentialgleichungssytem und die zugehorige JACOBI-Matrix aufgestellt und in
Matlab-Code iiberfithrt werden. Dies wurde exemplarisch fiir zwei verschiedene
Schaltungen durchgefiihrt.

3.1 RCL-Schwingkreis

Der untersuchte Schwingkreis Abb. 1 besteht aus konstanten Widerstand R, Ka-
pazitiat C, Induktivitdt L und einer zeitlich abhéngigen Spannungsquelle v(t).
Mit dieser allgemeinen Schaltung ldsst sich sowohl der ungeddmpfte (R = 0) als
auch der gedimpfte Fall (R # 0) simulieren.
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Abbildung 1: RCL-Schwingkreis

Abbildung 2: Topologie des Schwingkreises

3.1.1 Modifizierte Knotenanalyse

Fiir den Schwingkreis wird zun&chst eine modifizierte Knotenanalyse nach Ab-
schnitt 1.4 durchgefiihrt. Aus Abbildung 1 ergibt sich die Netzwerktopologie wie
in Abbildung 2 dargestellt, mit der sich die Inzidenzmatrix A aufstellen lisst (Die
Spalten bezeichnen die Bauteile V, C, L, R, die Zeilen die Knoten 1, 2 und 3.)

0 -1 1 0
A=10 0 -1 1
1 0 0 -1

Mit Hilfe der besprochenen Gleichungen (KIRCHHOFFsche Gesetze) ermittelt sich

Ly
€1 .
fiir das betrachtete Potenzial e = | e5 | und den Strom i = EC das Differen-
L
€3 Z.R

tialgleichungssystem zu

()= (e G o)

sowie die zugehorige Jacobi-Matrix zu
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Abbildung 3: Vergleich EULER- und Trapezverfahren

I

Abbildung 4: Tunneldioden-Oszillator

3.1.2 Simulation in MATLAB

Mit den erhaltenen Gleichungen wird in Matlab das Verhalten der Schaltung bei
verschiedenen Parametern (Bauteilkonstanten) simuliert. Die beiden Integrati-
onsverfahren liefern unter Verwendung gleicher Parameter (R =0, C =1, L =1,
v(t) = 0) die Ergebnisse wie in Abbildung 3. Wie man sieht, unterscheiden sich
die Ergebnisse der beiden Verfahren. Wiahrend die Simulation mittels der im-
pliziten Trapezregel das Verhalten der Schaltung physikalisch korrekt wiedergibt,
wachst beim EULER-Verfahren die Amplitude mit der Zeit an, was bedeuten wiir-
de, dass dem System Energie “zugefiihrt wird”. Dieser Effekt ist zuriickzufiihren
auf den Fehler, der bei jedem Approximationsschritt im EULER-Verfahren be-
steht. Da die Trapezregel diesen Verfahrensfehler nicht aufweist, liefert sie das

bessere Ergebnis.

3.2 Tunneldioden-Oszillator

Fiir den Tunneldioden-Oszillator gilt nach [1| das Differentialgleichungssystem

iy —% * (U1 — ug) + Ugp
iy ) _ gr(un—uop)+f(u2)
c
mit der Diodenkennlinie f(u) = a; * u+ ag * u® + az * u* (Die bauteilspezifischen
Koeffizienten sind a;=1,80048, a,—=-8,766, a3=10,8).
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Abbildung 5: Spannungsverlauf Tunneldioden-Oszillator

Da der Oszillator eine sehr hohe Schwingungsfrequenz hat, muss, um einzelne
Schwingungen erkennbar zu machen, ein sehr kleines Zeitintervall gewdhlt werden
(im Beispiel 1072s). Auferdem muss eine sehr kleine Approximationsschrittweite
gewihlt werden, um die technisch realistisch gesetzten Bauteilkonstanten (C' =
107" F, L =2%10"H, R = 1Q, u,, = 0,25 V) bei der Rechnung auszugleichen.
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