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T  Schwingungsdauer = 1/ f, Dauer einer vollen Schwingung,
J  Trigheitsmoment des die Drehschwingung ausfiihrenden Korpers,

bezogen auf seine Drehachse,

dann gelten analog zu (M 13.11)

1 /D - I
(M 13.13) a)—\/7 E\/;’ T—ZTC\/;

SI‘— N-m rad

13.24 Pendelschwingungen

Pendel fithren Drehschwingungen aus. Das riickstellende Drehmoment

wird von der Schwerkraft erzeugt.

Mathematisches Pendel

Das Fadenpendel mit punktférmiger Masse am
masselosen Faden ist nicht realisierbar. Ist jedoch
die Masse des Fadens vernachlissigbar klein ge-
geniiber der Masse des Pendelkdrpers und die Fa-
denlinge grofl gegentiber den Abmessungen des
Korpers, dann kann mit ausreichender Genauig-
keit die Bewegung des mathematischen Pendels
als lineare Schwingung angesehen werden, solan-
ge die Auslenkung nach jeder Seite klein bleibt
(e < 8°).

Wenn

T  Schwingungsdauer = 1/f, Dauer eines vol-
len Hin- und Herganges (Periode),

I Pendellinge, Abstand Drehpunkt—Schwer-
punkt,

¢ Fallbeschleunigung = 9,807 m/s? (auf der Erde),

dann gilt F/F; = y/l und, da y bei kleinem Winkel £ dem Weg auf
dem Bogen gleichgesetzt werden kann, entsprechend (M 13.8)

F F
k==L = TG = %g und eingesetzt in (M 13.11)
Y
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)
T =2r m oder
mg

] T 1 g
(M 13.14) T:Zn\/; St|s m ™
S

Beachte:
® Die Schwingungsdauer T hingt nicht von der Masse des Pendelkor-
pers ab.

® Die Schwingungsdauer hingt innerhalb der angegebenen Grenzen
(¢ < 8°) nicht von der Amplitude ab.

Physisches Pendel

Pendel, bei denen die Bedingungen des mathematischen Pendels nicht
erfiillt sind, heifSen physische (d. h. korperliche) Pendel (leider manchmal
physikalische Pendel genannt).

Wenn

T  Schwingungsdauer = 1/,

Ja  Triagheitsmoment des pendelnden Korpers,
bezogen auf die durch den Drehpunkt A
gehende Achse,

m  Masse des pendelnden Korpers,

s Abstand Drehpunkt A — Schwerpunkt S,

dann gilt

M:@:Fc,ssing sin €

D=— ————  oder, welil bei kleinen Winkeln —— ~ 1,
£ £ £ £
D = Fgs = mgs und entsprechend (M 13.13)
T J m g s
(M13.15) | T = 2= Ja > m
) - mgs SI|s kg-m” kg 2 m
Beachte:

® (M 13.15) gilt nur fir Amplituden kleiner als ~ 8°.
® J, ist mit dem Satz von STEINER zu bestimmen.

® Mit Jy =ms> und s=1 ergibt sich die Schwingungsdauer des
mathematischen Pendels (M 13.14).
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Reduzierte Pendellidnge

man die Linge eines mathematischen Pendels gleicher Schwingungs-

I Unter der reduzierten Pendelliinge eines physischen Pendels versteht
dauer.

Wenn

' reduzierte Pendellinge,

Ja  Triagheitsmoment, bezogen auf die durch den Drehpunkt A gehende
Achse,

m  Masse des physischen Pendels,

s Abstand Schwerpunkt S— Drehpunkt A,

dann gilt entsprechend (M 13.14) und (M 13.15)

2n\/>—2 HJA oder
/!

(M 13.16) poJa

I Ja m s

ms SI|m kg-m? kg m

Beachte:

® Im Abstand !’ senkrecht unter dem Aufhingepunkt eines drehbar
gelagerten Korpers befindet sich der Schwingungs- oder Stoffmittel-
punkt. St68e, die den Kérper zum Pendeln bringen sollen, miissen
gegen diesen Punkt gerichtet sein, wenn im Aufhingepunkt keine
»Riickstofle auftreten sollen.

® Die Schwingungsdauer eines physischen Pendels dndert sich nicht,
wenn Aufhingepunkt und Schwingungsmittelpunkt vertauscht wer-
den. Anwendung beim Reversionspendel z. B. zur Bestimmung der
Fallbeschleunigung.

Bestimmung des Tragheitsmoments

Durch Messung von s, m und T kann das Trig-
heitsmoment eines beliebigen Korpers experimen-
tell bestimmt werden.

Aus (M 13.15) und (M 7.57) folgt

T2
Js= mf; — ms*  oder
gTZ J m g s T
M13.17 = = — m
( ) | Js = ms <4n2 5) SI ’ kg-m? kg 2 ms
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Beachte:
® Zur Bestimmung von Js ist der Kérper an einem Punkt auflerhalb S
aufzuhdngen und mit kleiner Amplitude anzustof3en.

13.2.5 Fliissigkeitsschwingungen

Wird die Fliissigkeit in den Schenkeln eines U-Rohres aus dem Gleichge-
wicht gebracht, so fiihrt sie harmonische Schwingungen aus.

Wenn

T  Schwingungsdauer = 1/f,

I Linge der Fliissigkeitssdule von Oberfliche bis
Oberfliche,

g Fallbeschleunigung = 9,807 m/s? (auf der Erde),

dann gilt, wenn der Hohenunterschied zwischen bei-
den Oberflichen 2h betrigt, fiir die Riickstellkraft
Fp = F; = —2hApg. Die RichtgroRe k = —F/y =
—Fy/h ergibt sich zu k =2Apg. Mit der Masse m = [Ap folgt fiir
die Schwingungsdauer entsprechend (M 13.11) T = 2n+\/m/k

1A
=2y =2 und daraus
2A0g
; T | g
(M 13.18) T:zn,IZ—g sil's m 92
s
Beachte:
® Die Schwingungsdauer hingt nur von [, nicht aber von o, A oder h
ab.

® Die schwingende Fluissigkeitssdule besitzt die gleiche Schwingungs-
dauer wie ein mathematisches Pendel mit der halben Linge der
Flussigkeitssdule.

13.2.6 Schwingungsenergie

Die Energie eines ungedimpft schwingenden Systems ist konstant. Sie
setzt sich aus potenzieller Energie E, und kinetischer Energie Ej zu-
sammen. Beide Energiearten dndern ihre Grofle periodisch. Zu jedem

M
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Zeitpunkt gilt E = E, + E. Mit (M 7.21) und (M 7.19) ergibt sich

v
E="2 4+
5

Wenn

E  Energie des Schwingers,

k  Richtgrofe,

¥ Amplitude, Auslenkungsmaximum,
¢ Phasenwinkel = ot + ¢,

dann gilt mit (M 13.2) und (M 13.3)

k m

E= 5)92 sin® @ + ?}72(02 cos’ . Mit (M 13.8) mw® =k folgt
k k

E = 5)92 sin ¢ + 5)72 cos? ¢, daraus

E= gyz(smz @ + cos® @) und schlieBlich

e " E k vy v m 4
v _m N
M13.19) | E=Z-=——| glionm N m ™ kg rad=1
m S
EA Eges
_ - I'
Ep=E
L \/ \/ \M \/
5T
4

O
NI

Beachte:

® Die Gesamtenergie ist konstant. Die periodische Umwandlung von
kinetischer in potenzielle Energie (und umgekehrt) erfolgt mit der
doppelten Frequenz des Schwingers.

® Beim Nulldurchgang (t = 0, ¢ = 0) besitzt der Schwinger nur kineti-
sche Energie, die potenzielle Energie ist null. In den Umkehrpunkten
ist es umgekehrt.
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Ubersicht:
allgemein Umkehrpunkt Nulldurchgang
ky?  ky? R ky?
Ep: T:Tsngo Ep:T 0
E = mv? = mv* cos? 0 b= mv?
k= ) @ k=5
13.3 Freie gedampfte Schwingung

Die Energie eines schwingenden Systems wird durch bremsende Krifte
wie innere und duflere Reibung, Luftwiderstand u. A. allmihlich aufge-
zehrt. Da E ~ 92 (M 13.19), nimmt auch die Amplitude y bis zu null
ab.

Als Dimpfung bezeichnet man das gesetzmiflige Abnehmen der
Amplitude im Verlaufe einer Schwingung.

Dabei sind — unabhingig von der Art der ddmpfenden Kraft — zwei

Maéglichkeiten zu unterscheiden:

» Die Kraft ist konstant, z.B. y
Reibung in der Lagerung des
Schwingers. Dann sind die
Amplituden Glieder einer
fallenden arithmetischen Rei-
he, sie nehmen linear ab. Die
Differenz zweier benachbar-
ter Amplituden gleichen Vor-
zeichens (9; — ;1) ist kon-
stant.

P Die Kraft ist der Momentan-
geschwindigkeit proportio-
nal, z.B. innere Reibung bei
elastischer Verformung.
Dann sind die Amplituden
Glieder einer fallenden geo-
metrischen Reihe, sie nehmen
exponentiell ab. Der Quotient
zweier benachbarter Ampli-
tuden gleichen Vorzeichens
(9;/9i+1) ist konstant.
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B Bei geddmpften Schwingungsvorgidngen wird in der Technik die ge-
schwindigkeitsabhingige Dampfung angestrebt. Da sich aber auch bei
guter Lagerung des Schwingers Reibung nie ganz vermeiden lésst, treten
beide Dampfungsarten meist gleichzeitig auf. Die Gesamthiillkurve der
Amplituden ergibt sich dann aus einer Uberlagerung beider Hiillkurven
(algebraische Addition der momentanen Elongationen).

13.3.1 Schwingungsgleichung

Verursacht wird die Dampfung durch eine Kraft (meist innere Reibung),
die der Geschwindigkeit proportional und ihr entgegengerichtet ist:
Fp ~ —v. Der Proportionalititsfaktor wird als Dampfungskonstante 3
bezeichnet, also Fy = —fv = Sy.

SI-Einheit der Dimpfungskonstanten: [ ] =

N-s kg
— ==
Aus ZweckmiBigkeitsgriinden fithrt man den Abklingkoeffizienten
5 =p/(2m) ein.

1

SI-Einheit des Abklingkoeffizienten: [§] = —.
s

Wenn

Elongation, Auslenkung,

Momentangeschwindigkeit,

Momentanbeschleunigung,

Diampfungskonstante = 2md,

Abklingkoeffizient = g /(2m),

o Eigenkreisfrequenz (Kennkreisfrequenz) der gleichen Schwingung
ohne Dampfung = 2x f,

Q™ ==

dann lautet die Grundgleichung der Dynamik (M 7.1) fiir diesen Fall:
Riickstellkraft + Dampfungskraft = Masse X Beschleunigung, also

—ky — By = mj. Daraus folgt

L Bk . B k 2
—y+ —y=0. Mit —=2§ und — = bt sich d
y+ my + my 1 m un - wq ergibt sich die

Gleichung der gedampften Schwingung

(M 13.20) | j+ 28y + oy =0
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Beachte:

® Die Begriffe Dampfungskonstante, Abklingkoeffizient, Didmpfungsko-
effizient u. a. sowie ihre Formelzeichen werden in der Literatur nicht
einheitlich verwendet.

13.3.2 Elongation

Wenn

y  Elongation (Auslenkung) zur Zeit ¢,

9o Anfangswert der Amplitudenhiillkurve (zur Zeit t = 0),
»  Amplitude,

e  Basis des natiirlichen Logarithmus = 2,718 28.. .,

¢ Phasenwinkel = w4t + ¢,

wq Kreisfrequenz der gedimpften Schwingung — (M 13.29),
o Nullphasenwinkel,

&  Abklingkoeffizient = 8 /(2m),

dann gilt als eine Losung der Differenzialgleichung (M 13.20)
$jo t 5 ¢
SI| m s ! rad =1
s

M13.21) | y=9o e 9 sin Q

B Fir Messungen und Rechnungen ist es giinstig, die Zeit mit = 0
von einem Augenblick an zu zihlen, der eine bequeme (mathematische)
Anwendung von (M 13.21) erméglicht. Dies sind der Durchgang durch
die Mittellage und der Umkehrpunkt.

7

Yo Voe9tsin wgt

‘ -
4

P  Im Augenblick des Nulldurchgangs herrschen folgende Anfangsbe-
dingungen: ¢t =0, yp =0, v9 = 9, ¢o = 0. An Stelle des (nicht

=¥
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messbaren) Anfangswertes der Amplitudenhiillkurve y5 wird wegen
(M13.4) 0 =9pw in (M 13.21) po durch ©/wq ersetzt.

(M13.22) | y=—e?

tsin wgt
(5]

» Im Umkehrpunkt gelten die Anfangsbedingungen: ¢t =0, vg = 0,
Yo = Po» o = 90° = n/2rad. (M 13.21) nimmt die Form an

(M13.23) | y=9o e % sin (a)dt + g) = e % cos gt

yA

Yo yoe~9tcos wgt

t

B Der Quotient zweier aufeinander
folgender Amplituden gleichen Vorzei-
chens ist konstant und wird als Am-
plitudenverhiltnis g (manchmal Ddmp-
fungsverhiltnis »r) bezeichnet.

Wenn

q  Amplitudenverhiltnis,

&  Abklingkoeffizient = g /(2m),

Ty Schwingungsdauer der geddimpften
Schwingung,

A logarithmisches Dekrement,

n  Dbeliebige ganze Zahl,

danngilt 9;/9;1 = q. Daraus folgt fiir die n-te Amplitude

Vi

q

(M13.24) | Pipp =
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Da der zeitliche Abstand zweier benachbarter Amplituden eine Schwin-
gungsdauer Ty betrigt, folgt aus (M 13.21)

(M 13.25) | e°la = L =g | und
Yit1

o T

))i n
(M13.26) | e"la = 2L — 1
Jin St s

Den Exponenten Ty bezeichnet man als logarithmisches Dekrement
A. Aus (M 13.25) erhilt man durch Logarithmieren

M13.27) | A =6Ty=In— =Ingq Einheiten — (M 13.26)

B Die Amplituden nehmen expo-
nentiell mit der Zeit ab. Die fiir den
Riickgang auf den e-ten Teil des An-
fangswertes erforderliche Zeit heifdt
Abklingzeit 7. Aus (M 13.21) folgt mit

y=p/e=poe "

1
M 13.28 =—
( ) |7 .

Fiir die Halbwertszeit Ty, also die Zeit, in der die Amplitude auf die
Hilfte ihres Anfangswertes sinkt, folgt aus (M 13.21)

A

)g = joe ®TH, Logarithmieren ergibt In2 = 5Ty und daraus
In2
(M13.280) | Ty = =

13.33 Eigenfrequenz

Die Dampfung bewirkt eine vom Abklingkoeffizienten & abhingige Ver-
anderung von Frequenz, Kreisfrequenz und Schwingungsdauer.

Wenn

g Kreisfrequenz der gedimpften Schwingung = 2n fg = 2r/ Ty,

o Kreisfrequenz der gleichen, jedoch ungeddmpften Schwingung

= 21'Cf0 = ZTE/T() = \/k/m,



